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DODATAK

A. INDEKSNA NOTACIJA

U disertaciji su jednadzbe prikazane indeksnom (ili tenzorskom) notacijom zbog kratkoce
zapisa u odnosu na Kartezijsku, a zbog transparentnosti u odnosu na vektorsku notaciju. Sve
vektorske veli¢ine oznacavaju se indeksima /, j, k koji mogu poprimiti tri vrijednosti 1, 2, 3
od kojih svaka odgovara jednoj koordinatnoj osi Kartezijevog koordinatnog sistema:

X; i=1,2,3 (A.1)
gdje su:

X, — X-08

X, — y-0s

X3 — Z-08

Vektorska veli€ina ¢, sastoji se od tri medusobno ortogonalne komponente ¢,, ¢,, ¢; u
smjeru koordinatnih osi, $to odgovara ¢,, ¢,, ¢, komponentama. Po pravilu indeksne notacije
postoje dvije vrste indeksa: slobodni i1 nijemi. Slobodni indeks je onaj koji se u sumandu
pojavljuje samo jednom i1 odreduje smjer u vektorskoj jednadzbi, a nijemi indeks se
pojavljuje dva puta i oznacuje sumaciju po tom indeksu. Slijedi primjer upotrebe nijemih
indeksa te prijevod zapisa na vektorski i Kartezijski:

Xy do, do, Jdo
=divgp=—"+—"+—— A2

IX; ¢ adx dy Jdz A.2)
Vektorska jednadzba u indeksnoj notaciji kakva je na primjer:

J J do;

of PV X, (pvyvi)=pli +— X, (A.3)
prevodi se u vektorsku notaciju kao:

d

Epv+V-pvv:pf+V-c (A.4)

a u Kartezijskoj ras€lanjuje se na tri skalarne diferencijalne jednadzbe:

do,, Jo,, Jdo

XX

i(v)+i(vv)+i(vv)+i(vv)— f, + + +—% (A5
0')tpx &prx &ypyx é)zpzx_px 0—)X 0-)y &Z ()

J J J J __ do, do, do,
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do, do, Jdo

zX

i(v)+i(vv)+i(vv)+i(vv)— f, + + + A7
0')tpz 0')pr2 0')ypyz &szz_pz 0—)X 0-)2 ()

U radu se koristi simetri¢ni Kroneckerov ¢; tenzor drugog reda definiran kao:

o i
5,-,.={ ' (A8)
1, =]

koji ima supstituiraju¢e svojstvo:
®; 5” =g (A.9)

Neki dijelovi matematickog modela nisu pisani pomocu indeksne notacije, jer indeksi (broj
kemijske vrste, broj reakcije) nisu indeksi smjera koordinatnog sustava. U tim je slucajevima
u tekstu navedeno koji od indeksa su izuzeti od pravila indeksne notacije. lako je moguce i te
indekse predstaviti kao dimenzije viSedimenzionalnog prostora, i shodno tome na njih
primijeniti pravila indeksne notacije, to nije uobicajeno u praksi, pa nije koriSteno niti u
ovome radu.

B. REYNOLDSOV TRANSPORTNI TEOREM

Osnovni zakoni odrzanja postavljeni su za materijalni volumen V,_, a pomocu Reynoldsovog
transportnog teorema [91] mogu se prevesti u formu koja vrijedi za kontrolni volumen.
Brzina promjene veli¢ine ¢ unutar materijalnog volumena jednaka je brzini promjene te
veli¢ine unutar kontrolnog volumena (akumulacija) 1 promjeni te veli¢ine zbog pomicanja
granica materijalnog volumena (konvekcija):

D J
— [ppdV = [=pp)dV + [ppv,n,dA (B.1)
Dt v, Kvat KP

akumulacija konvekcija

gdje je pe volumenska gusto¢a neke fizikalne veli¢ine, koja je definirana u prostoru i
vremenu funkcijom:

9= (X1 (B-2)

a v; brzina strujanja fluida te n; jedini¢ni vektor normale na povrSinu kontrolnog volumena.

Osnovni zakoni se op¢enito mogu definirati kao promjena (izvor/ponor) fizikalne veli¢ine ¢ u
materijalnom volumenu pod utjecajem okoline. Ako se sa S, ozna¢i volumenski izvor
veliCine ¢, a sa J ; fluks te veli¢ine kroz kontrolnu povrSinu (difuzija), dobiva se sljedec¢i
1zraz:

b [ppav = [s,av+ [J,,n,dA (B.3)
Dt Vv, KV KP
Izjednacavanjem izraza (B.1) i (B.3) dobiva se sljedeca jednadzba:

J
Jﬁ(pw)dv+ [povindA= [s,av+ [J,ndA (B4)
KV KP KV KP

Na povrsinske integrale primjeni se teorem Gauss-Ostrogradskog [127]:
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J

[pov,n,dA = Ia—x(pvj¢)dv (B.5)
KP KV J
al,

J ndA= 2L qv (B.6)
_[ 0j {&Xj

te se dobije integralno-diferencijalni oblik osnovnog zakona brzine promjene veli¢ine ¢:
d d .
—(p(p)+—(pv,(p)}dv = {S +¢}dv (B.7)
ot gy v |av= ]IS, + 57
Primjenom leme o proizvoljnosti volumena integracije [91] dobije se diferencijalni oblik
brzine promjene fizikalne veli¢ine ¢:

P P a,,
at(p(””axj (pv;0)=S, Ix (B.8)

C. RACUNANJE POVRSINA DIREKTNE IZMJENE

Usporedbom integrala (3.130) i (3.142) vidi se da su povrsSine direktne izmjene povrsina-
volumen 8,9, 1 volumen-povrsina g,S, identi¢ne:

gs =sg = HMdVdA (C.1)

AAAV

PovrSine direktne izmjene topline zracenjem g.,g, 1 S,g, moraju se numericki integrirati.
Primijenjena je Gauss-Legendreova metoda integracija.

Ako se volumenski integral (3.132) prevede u linijski, povrSina direktne izmjene volumen-
volumen g,g, postaje Sesterostruki integral:

9.9, = jjﬂde—

AV, AV,

(C.2)

Xz ) (yz J’1)2+(22—Z1)2
S70X,dy,dz,dx,dy,dz,
_X1 Y1) ( 21) ]

Azy Ay, Axy Azy Ayy AXy

Prema Gauss-Legendreovoj metodi integracije [128] integral funkcije f(f) u granicama [—-1,1]
moze se aproksimirati s:

Jf(t)at = i/‘\,-f(f,-) (C.3)
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gdje su A, i t; faktori dani u tablici C.1, a n stupanj Legendreovog polinoma koji se koristi za
interpolaciju. Veé¢i broj daje u principu tocnije rezultate, ali zahtjeva mnogo vise
kompjuterskog vremena. Za opéi slucaj kada se integrira funkcija f(x) na intervalu [a,b]
dobije se:

b n _
jf(x)dx:b_aZA,f(b+a+b at,) (C.4)
] 2 & 2 2

Tablica C.1. Faktori u Gauss-Legendreovoj integralnoj
formuli treeg 1 Cetvrtog stupnja

n i t A

3 [1;3 +0.77459667 | 5/9
2 0 8/9

4 [1;4 70.86113631 | 0.34785484
2,3 70.33998104 | 0.6514516

Ako je funkcija f(x) u stvari i sama integral funkcije f,(X;,X,) na intervalu [a,,b,] dobije se
aproksimativni izraz za dvostruki integral:

by b,

[ [F(xx,) dx,dx, =

e (C.5)
b, b, — b b, —
312/\’[ —a ZAJ( ;a1 + 1231 tiu 2;az+ 2232 tiz)i|
Uz:

N b —

A = '”—a'”A, (C.6)
m 2 m

i :bm+am+bm—am t .7
m 2 2 m

dobije se izraz za integraciju Sesterostrukog integrala:

by by by by bs b
J-J-J-IIIf(X1,X2,X3,X4,X5,Xs)dxsdx5dx4dx3dX2dX1 =

a, a, az a, as ag

SAISA|SAISA[SA[SArls m mmnn |
iy=1 ip=1 i3=1 ig=1 s =1 ig=1

(C.8)

Kao optimalna kombinacija reda polinoma integracije n,, odabrane su sljedece vrijednosti:

3 m=123
n, = (C.9
4 m=45,6

U specijalnom sluc¢aju povrSine direktne izmjene topline volumena sa samim sobom,
podintegralna funkcija ima singularitete po Citavom volumenu kad god se tocka u jednom
volumenu poklapa identi¢ki s tockom u drugom volumenu. Da bi se izbjegli singulariteti
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prilikom numericke integracije stupnjevi polinoma integracije za tri osi jednog volumena ne
smiju biti jednaki onima za tri osi drugoga volumena. Kod integracije povrSine direktne
izmjene za dva susjedna volumena singulariteti se pojavljuju na dodirnoj plohi.

Na slican se nain racunaju i peterostruki integrali povrSina direktne izmjene povrSina-
volumen. Kako Gauss-Legendreova metoda ne uzima vrijednost funkcije na granici
integracije u obzir tako u tom slucaju izbor stupnja polinoma nije vazan.

D. THOMASOV ALGORITAM

Thomasov algoritam (ili TDMA, engl. Three Diagonal Matrix Algorithm) je direktna metoda
koja rjesava jednodimenzionalni problem (tj. matrica linearnog sistema ima tri dijagonale) u
jednom prolazu. Recimo da je zadan sistem od n jednadZbi s n nepoznanica ¢, :

d;¢; = a9, + by +¢ i=1.n (D.1)

Uz zadane rubne uvjete moguce je pokazati da sljedeca jednadzba sukcesivnim rjeSavanjem
od veceg i prema manjem daje rjeSenje sistema:

O =004t i=n..A1 (D2)
gdje su:
a.
I di - biai—1 ( )
C,—byi,
c= 1 D4
"=4 ba (D.4)
Vrijednosti koeficijenata na donjoj granici zadane su kao:
a,=0 (D.5)
Vo=@ (D.6)

E. VISEMREZNA KOREKTIVNA METODA (MULTIGRID)

Visemrezna korektivna metoda (multigrid) je iterativna procedura koja nezavisno od koraka
mreze te odnosa koeficijenata ubrzava konvergenciju [129]. Dobar teoretski uvid u metodu se
moze dobiti u [130]. Metoda je prvo razvijena u radovima [131] i1 [132]. Mogu¢nosti ove
metode u rjeSavanju elipticnih problema pokazane su u [133-134]. Brandt [135] interpolira
rjeSenje na finijoj mrezi, a metoda aditivne korekcije prvi put je predloZzena u [136]. Multigrid
metoda aditivne korekcije (ACM) za anizotropne koeficijente iznesena je u radu Hutchinsona
1 Raithbyja [53] kakva je uz manje modifikacije [54-55] upotrebljena u ovome radu. Daljnji
rad na primjeni metode u rjeSavanju problema strujanja fluida moze se na¢i u [138].

Op¢a forma sistema algebarskih jednadzbi za najfiniju mrezu, dakle onu mrezu na kojoj se
trazi distribucija veli¢ine ¢, glasi (3.25):
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alo Pl pp = alo £ @ +a’° W Py +
Al gy +ali g, + )
2l g, + s g, + B
gdje su iy, fy, K,, koordinate elementa respektivno u X, y, Z smjeru. Analognu jednadzbu treba

rijesiti 1 za prvi nivo multigrida, s time Sto se sad ne rjesava distribucija veli¢ine ¢, nego
korekcija te veli¢ine ona grubljoj mrezi iy, f,, K;:
ag;”;’k*éq = a’1 S +a’1 N S+

agx’fly"* Sy + ag1’fs1’k1 O + (E.2)
ayi oy +alnt o + by

Za m-ti nivo multigrida dobije se sljedec¢i op¢i izraz:
apinn O +apin'n 5 + (E-3)
ag,mn”’;’km S+ aégfg”‘m 85 + blp It

Da bi se ocuvalo svojstvo konzervacije, tj. bilance fizikalne veli¢ine po kontrolnom
volumenu, koeficijent s jedne strane kontrolnog volumena grublje mreze jednak je zbroju
svih koeficijenata s te strane ako oni donose vrijednost veli¢ine iz ¢vora koji je izvan veceg
kontrolnog volumena.

Slika E.1 Prijelaz s finije na grublju mrezu

m?, m) faktori okrupnjenja mreze izmedu m-1 i m nivoa multigrida

X y >

Ako su m
koeficijenti se proracunavaju na sljedeci nacin:

m
My Jm m7ky

i imokm M dm-1.Km-1
35%,2 "= z z 35”:-1",75"7 "’ (E4)

jm—WZmy(/‘m 71)+1 km—1:mg] ( km 71)+1

Treba primijetiti da se radi o sumi isto¢nih koeficijenata samo po zadnjoj ravnini u X smjeru
elemenata u m—1 nivou koji su sadrzani u kontrolnom volumenu m-tog nivoa multigrida.
Ostali koeficijenti dobiju se na sli¢an nacin:
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oo im oK gy " m"’(/ EE
RN Y B <Al ©3)
jm71:m;n(jm 1)+1 km 1= ;n m_ +1
i ik i [ gk i om™i k
Im+Jm» j— m-1"My Jm:"m-1
aan;,/’\’; "= Z Z aamf*,N (E.6)
ima=my (im=1)+1] Kpg=my (kp=1)+1
A o
i ke it (g =1) 41 K
aan;,g "= Z Z aamf*,s (E.7)
imat=my (im=1)+1] Kpg=my (kp=1)+1
PPk m;nim i m;]jm k
imsfm _ 1:Jm-1.mz
ag = 2 Ay (E8)
imf1:m;n(im71)+1 _jmf1:m;n(jm71) +1
m;"im i m;/nfm
I Jm K i—1sim—1,M5 (Km—1)+1
gt 3 Y ©9)
im—1:m)’(n(im_1)+1 _jm—1:m}’/n(jm_1)+1

Centralni koeficijent m-tog nivoa multigrida jednak je sumi centralnih koeficijenta m—1
nivoa umanjenoj za sumu svih koeficijenata m—1 nivoa koji prenose informaciju o svojstvu ¢
iz jednog u drugi volumen unutar kontrolnog volumena m-tog nivoa multigrida:

aé”’ nb

I m}’/n./m m;nkm
im—ﬂvjm—1ykm—1 _z im—1rjm—1rkm—1
Z 2 2. (@ ai,
1)+1 nb

im-1=MY (i =)+ Jmo1=my (Jn=1)+1| Kppog=m7 (kp—1)+

j (E.10)

Treba primijetiti da je ovako komplicirani izraz posljedica toga §to centralni koeficijent nije
samo suma susjednih, ve¢ u njemu postoji i komponenta izvora.

Slobodni koeficijent bl /“» suma je svih reziduala kontrolnih volumena na m-1 nivou koji
ulaze u kontrolni volumen na m-tom nivou multigrida:

ik m;"im mymfm P
b(’gn’y./mr m — z z ZR(’;’; 11./m 1:8m-1 (E.ll)
im-1=MY (i =1)+1| Ji_a=m) (jm=1)+1| Kpp_g=m7" (Kpy—1)+1

gdje je rezidual m—1 nivoa multigrida:
2171”—_11sjm—1km1—am1jm1km1é"n +am1jm1km15;/1+

am1fm1am15rn +am1/m1a ‘m-1 1

ds '+
a;%__wi/&q_ukm_wgn + almum_1k 1331

im71 vjm71 =kmf1 _ ’mf1sjm71vkmf1 -1
o aa’m P 5’F’Z

(E.12)

-1

Vrijednost korekcije &5~ dobije se podrelaksiranjem korekcije iz grublje mreze za Citavu

poddomenu:
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B =6"+1,.00 (E.13)

519p
gdje je 8" najsvjezije dosad proracunata vrijednost &', ., faktor relaksacije, a veza

medu indeksima mreze m i m—1 definirana kao:

i :@H (E.14)
mX

j,=dma =4 (E.15)
m
y

k. :k"’;fﬂ (E.16)
m

Ako se sa &° oznadi fizikalna veli¢ina ¢ ovime je dobiven potpun sistem algebarskih
jednadzbi na svim nivoima multigrida. Postavlja se nadalje pitanje kako odabrati faktore
okrupnjenja mreze m;, m7, m;. Prema [55] i [130] pokazalo se da se greSka najbolje
otklanja kada su faktori okrupnjenja 2, ali kako broj kontrolnih volumena nije uvijek djeljiv s
2 koriste se po potrebi i drugi: 3, 5, 7 itd. Na primjer mreza 20x48x20 okrupnjavati ¢e se

prema sljedecoj shemi:

Tablica E.1 Faktori okrupnjenja mreze za multigrid na primjeru mreze 20x48x20

m mreza my m ;" my
0 20x48x20

1 10x24x10 2 2 2
2 5x12x5 2 2 2
3 1x6x1 5 2 5

Algoritam prema [53] krece od dva prolaza rjeSavaca (linijski Gauss-Seidel) prvo na
najfinijoj mrezi pa u slucaju da suma reziduala nije prepolovljena [137], prelazi na grublju
mrezu:

R, <0.5R,, (E.17)

gdiesu R, i R;m sume reziduala iz tekuce 1 prosle iteracije na m-tom nivou multigrida:

Ry = Z[Z { >Rl ﬂ (E.18)

in=1| jm=1| k=1

gdje su n’, nj’, n7 broj elemenata u X, y, Z smjeru mreze mM-tog nivoa multigrida.

Smatra se da je iterativni postupak rjeSavanja sistema algebarskih jednadzbi korekcija m-tog
nivoa multigrida iskonvergirao, ako je smanjio sumu reziduala za jedan red veli¢ine od onoga
iz prethodnog, m—1 nivoa multigrida:

R, <0.1R,,. (E.19)

Dozvoljena suma reziduala na nivou najfinije mreze propisana je medutim svojom
apsolutnom vrijednoscu:
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Ry, =R,<¢, (E.20)

F. GEAROVA METODA

Za rjeSavanje sistema obicnih diferencijalnih jednadzbi (3.89), kakav se dobije postavljenjem
modela izgaranja, primijenjena je metoda integracije razvijena od Geara [42, 139]. Ta je
metoda upravo namijenjena za rjeSavanje krutih (engl. stiff) sistema obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi, karakteriziranih velikom razlikom izmedu pojedinih vremenskih konstanti sistema,
tj. maksimalnog koraka integracije koji omogucava stabilnost sistema i vremena potrebnog da
se postigne ravnotezno stanje. U sistemu kemijskih reakcija ta razlika moze iznositi 1 desetak
redova veli¢ine za neka, kratka, podrucja integracije. RjeSavanje takvog sistema klasi¢nim
metodama s konstantnim korakom bi izazvalo vrlo neekonomi¢no koristenje kompjuterskog
vremena za razliku od Gearove metode s promjenjivim korakom integracije.

Sistem obic¢nih diferencijalnih jednadzbi je dan izrazom:

- Y,
V=S f Y Y, ) 1)

uz zadane poCetne uvjete Y;,. U n-tom vremenskom trenutku f, definirane su vrijednosti

Y., Ym, te korak integracije (treba napomenuti da se indeks n ne ponaSa po pravilima
indeksne notacije nego sluzi samo kao oznaka n-tog koraka):
h,=t, -t , (F.2)

Gearova metoda sastoji se od dva koraka, prediktorskog u kojem se rauna aproksimacija
veli¢ina Y, i h Y, , te korektorskog koji iste veliine korigira tako da bi sistem obi¢nih

L,n n-nn?’

diferencijalnih jednadzbi bio zadovoljen.

Prediktorski korak rauna te veli¢ine ovisno o redu Gearove metode g, na temelju vrijednosti
1z q proslih vremenskih koraka:

q .
Y, =2 oY, +h,BY, (F.3)

. 9
hY, :Zij,n,+h %Y, (F.4)

gdje su faktori ¢ B yi O konstante koje ovise o metodi. Ako tako aproksimirane vrijednosti
ozna¢imo s gornjim indeksom O moguce je jednadzbu (F.3) zapisati kao:

. q
Y(:) - hnﬁoyi,?v = Z ajyi,n—j (E.5)
j=1
UvrsStavanjem u jednadibu (F.3) dobije se:

Y, =Y+ B (hY,, —h,YLh (F.6)

n-nLn
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Kako se u toj jednadzbi zajedno pojavljujui Y, i Yn, jednadzbu treba rijesiti iterativno.

in i,

JednadZba se moze pisati kao:

gl(Yln!\/Znu :Yna,n):Y _Y[O] _ﬂo(h y —h Y[O) 0 (F7)

nLn nLn n-Ln

PronalaZenje nula tog sistema jednadzbi moze se efikasno posti¢i Newtonovom metodom:

PV = Yi) = g, (Vi Vi vim)) (F3)
gdje je m broj iteracije a:
of,
o oonaf2) .

Iz jednadzbe (F.3) ocita je potreba za pracenjem povijesti rjeSenja. Umjesto stvarnih

vrijednosti Y, 4, Y;, 5, ..., Y;,_, spremaju se aproksimacije vremenskih derivacija u vektor
na sljede¢i nacin:
h? h}
{Y,n,h,,v,n,—"v, "Y“”} (F.10)
21 Mg

(0]

Ako je vektor z;, , poznat, predikcija vektora z;, moze se dobiti njegovom multiplikacijom

s gornjotrokutastom Pascalovom matricom:

2 = AQ)Zy04 (F.11)
gdje je:
11 1 1 ]
12 3 q
A(q)= 1 ? (F.12)
L 1_

Nakon §to je iterativnim putem izraCunat korektor, vektor z;  se korigira:

2, =2 ¢, 1, (F.13)
gdje je:
Yy vyl
Cp=—"T"" (F.14)
3 IO

al, (k=0,...,q9) sukonstante koje ovise o metodi i njenom redu. Konstanta /, je identi¢na
konstanti 3, u jednadzbi (F.3), a s ostalima je dana u tablici F.1.



F. GEAROVA METODA 152

Tablica F.1. Konstante integracije Gearove metode [139]

g=] 1 2 3 4 5 6

lo 1 2/3 6/11 24/50 | 120/274 | 720/1764
I 1 1 1 1 1 1

I, 173 6/11 35/50 | 225274 | 1624/1764
I, 111 10/50 85/274 | 735/1764
I, 1/50 15274 | 175/1764
I, 1274 | 21/1764
I 171764

Potpuni je algoritam dan sljede¢im skupom izraza:

Z,[;?]n = Aij(q )z k-1 prediktor

Yl =yl g (P (v, vim, L i)

in ij,n in

korektorske iteracije
h,YIr ) = hYiml 1, (PR (vim, vim, L i) :

Y =hY i i m=01...M-1
RV YA, Y ) = b (Vi vz YA, )~ b, Vi

:i( ) (i i, i) (F.15)
Y, =Y I,
2, =2 +c, l,  k=0,.,q

Prema diskusiji o stabilnosti metode [42] moze se zakljuciti da se algoritam moze koristiti do
ukljucivo Sestog reda. Zato su i konstante dane samo do toga reda metode.

Do sada nije niSta re¢eno kako se racunaju pocetne vrijednosti vektora z; , tj. prije nego Sto
je moguce izraCunati nekoliko derivacija, te kako se mijenja veli¢ina koraka integracije.
Gearova metoda integracije sadrzi algoritam za automatsku promjenu veli¢ine koraka i reda
metode kako bi se smanjilo vrijeme potrebno za rjeSavanje sistema obic¢nih diferencijalnih
jednadzbi. Korak je mali samo u podrucju krutosti sistema, dok je u ostalom podrucju
integracije maksimaliziran tako da bi se jo§ uvijek zadovoljili kriteriji stabilnosti.

U prvih se dva ili tri koraka Gearova metoda reducira na Eulerovu metodu prvog reda s vrlo
malim koracima, da bi kasnije pokuSala povecati korak i red metode. Za to je potrebno
procijeniti gresku odbacivanja koraka integracije pri aktualnom redu metode, te jednom redu
vise i jednom redu nize. Greska odbacivanja jednog koraka za i-tu zavisnu varijablu iznosi:
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C,he VY +0(h™?) (F.16)

q+1

gdje C,., ovisi 0 metodi. Drugi se ¢lan zanemaruje, a prvi se aproksimira na sljede¢i nacin:

yla) _yla)
yi(gﬂ) ~tn  Tint (F.17)
1 hn
Korekcija zadnjeg ¢lana vektora z;, , iznosi:
hoyld) hqy( q)
/inn_ n'in n "i,n-1 (F18)
’ q! q!

Kombinacijom tih dvaju izraza dobije se aproksimacija prvog Clana greSke odbacivanja
(F.106):
C,..hy' < ¢

q+1 q+1

l,cq! (F.19)

Iterativni postupak racunanja korekcije n-tog koraka je konvergirao kada je sljededi test
zadovoljen:

2
C.
D, =( ""j <E, (F.20)
gi
gdje su:
gi = gr yi,n—1 + ga (FZI)
1) 1)’
E, - =n |97} (F.22)
“\1.C,.q" ¢Cqi1a! l,q"
a &£ 1 &, surelativna 1 apsolutna dozvoljena greska, tj. za male vrijednosti ‘ " nq| koristi se

apsolutna dozvoljena greska, a za vece vrijednosti koristi se relativna dozvoljena greska, Sto
omogucuje da pocetna vrijednost ‘

i n_1| bude nula. U slucaju da uvjet (F.20) nije zadovoljen,

Citav se korak ponavlja, ali s manjim korakom:
h

h,,="n (F.23)
B 2

gdje je p, faktor promjene koraka integracije:

1

2(q+1)
P, :1.2(&j ’ (F.24)
E,

Faktor 1.2 uzima u obzir zanemareni dio greske odbacivanja (F.16).

Da bi se smanjio red metode, greska odbacivanja iznosi:

C,hoY +O(h"”) (F.25)

q"''n"in
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Postupa se kao i s greSkom odbacivanja (F.16) s time Sto je sada prvi ¢lan poznat i
proporcionalan zadnjem ¢lanu vektora z;, .. Uvjet koji se sada postavlja je dakle:

Zi n ’
D,=|—2"| <E, (F.26)
gi
gdje je:
2 2
1 1
E,=n, el S T (F.27)
1,C,q! l,(g—1)!
Faktor promjene koraka integracije procjenjuje se za slucaj smanjivanja reda metode sa:
1
D, )\
=13 —1j F.28
P ( E (F.28)

Faktor 1.3 u ovom izrazu sluzi da bi se dalo prednost ne mijenjanju reda metode.

Greska odbacivanja u visSem redu metode iznosi:

C,.ohg?Y " +O(hg™) (F.29)

q+2

Drugi ¢lan se zanemaruje, a prvi se aproksimira na sljedeci nacin:

he2Y = hy i — hY Y = 1qY(c,, — ¢, l) (F.30)

a uvjet je dan nejednadzbom:
2
Cin—Cin-

D, = (8—1j <E, (F.31)

gdje je:
1Y 2\’
E, = na( J - na[q - j (F.32)
1,C,q! 19!

Faktor promjene koraka integracije procjenjuje se za slucaj povecanja reda metode sa:

D 2(q+2)
=14 —Sj F.33
Py ( E (F.33)
Faktor 1.4 i u ovom izrazu sluzi da bi se dalo prednost ne mijenjanju ili smanjivanju reda
metode. Najmanja vrijednost od tri faktora p,, p, 1 p, ¢e biti izabrana za dijeljenje koraka

h,. Ako je najmanji p, tada se red metode smanjuje, ako je najmanji p, tada se red metode
povecava, a ako je pak najmanji faktor p, tada se red ne mijenja. Tome treba dodati i jo$

nekoliko heuristickih uvjeta. Ukoliko je faktor povecanja korak manji od 1.1 onda se
povecanje ne ostvaruje jer ¢e greska nastala prilikom povecanja sasvim prebrisati djelovanje
ubrzanja integracije. Iz istih razloga (povecanje koraka integracije unosi gresku) nakon
promjene koraka integracije, g+2 koraka se ne dozvoljava nova promjena.
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. .. .. y . . -1 .
Da bi se smanjilo vrijeme racunanja, inverzna matrica (P,/”,’?) se ne evaluira u svakom

koraku. Samo ako korak ne konvergira, ili ako je faktor A/, promijenjen za vise od 30%, te

u najboljem slucaju ako je proteklo 20 koraka od zadnje evaluacije. U sluc¢aju da i nakon
evaluacije inverzne matrice postupak racunanja korekcije koraka ne konvergira veli¢ina
koraka integracije je podijeljena s 4. Ako niti nakon 5 smanjivanja koraka postupak racunanja
korekcije i dalje ne konvergira, red metode se smanji na 1 a korak se podijeli s 10 i krene se
ponovo od zadnjeg prihva¢enog koraka.
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POPIS OZNAKA

Velicine

veli¢ina opis jedinica

a koeficijent interpolacionih polinoma n.d.
koeficijent u diskretiziranim jednadzbama kg/s
donja granica integracije u Gauss-Legendreovoj metodi m
koeficijent Thomasovog algoritma n.d.

A povrsina m’

A, faktori u Gauss-Legendreovoj metodi integracije -

Aj Pascalova gornjotrokutasta matrica —

at koeficijent u temperaturnoj jednadzbi W/K

b slobodni koeficijent u diskretiziranim jednadzbama *kg/s
gornja granica integracije u Gauss-Legendreovoj metodi m
koeficijent Thomasovog algoritma n.d.

b4 konstanta modela tri siva plina —

bo konstanta modela tri siva plina 1/K

by slobodni koeficijent u temperaturnoj jednadzbi W

c koeficijent Thomasovog algoritma n.d.
korektor u Gearovoj metodi kg/kg

C koncentracija kmol/m’
konstanta n.d.
konstanta Gearove metode -

Cp specifi¢na toplina JkgK

Cp molarna specifi¢na toplina J/kmol K

d koeficijent u jednadZzbi tlaka m’s/kg
koeficijent Thomasovog algoritma n.d.

D difuzivna provodnost kg/m’s, Pa s/m
faktor u Gearovoj metodi -
protok pare t/h

Dj tenzor brzine deformacije 1/s

e gustoca zracenja W/m*

E faktor u Gearovoj metodi -

E, energija aktivacije J/kmol

e, spektralna gustoca zracenja W/m’

f specificna masena sila m/s”

F jacina konvekcije kg/m’s

g specifi¢na gravitacijska sila, gravitacijska konstanta m/s>

Ag promjena molarne spec. Gibbsove slobodne energije kem. J/kmol
vrste

AG promjena molarne spec. Gibbsove slobodne energije reakcije  J/kmol

@ povrsina direktne izmjene zracenjem volumen-volumen m’

as povrsina direktne izmjene zracenjem volumen-povrsina m’

gs
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veli¢ina opis jedinica
h specificna entalpija J/kg

visina m

korak integracije S

Ah specificna entalpija J/kg

AH molarna specifi¢na entalpija J/kmol

Hq donja ogrjevna vrijednost jedinice goriva J/kg, J/m’

i intenzitet zracenja W/m?

iy spektralni intenzitet zraCenja W/m’

J fluks kemijske vrste kg/m’s

J fluks fizikalne veli¢ine *kg/m’s

k brzina izgaranja (reakcije) (kmol/m?)' /s
turbulentna kineticka energije J/kg, m*/s’
konstanta modela tri siva plina 1/bar m

K koeficijent apsorpcije I/m

ko koeficijent frekvencije sudara (kmol/m?®)'™/sK

o

Kc konstanta ravnoteZe bazirana na koncentracijama (kmol/m’)""

K, konstanta ravnoteze bazirana na broju molova kmol®”

Ko konstanta ravnoteZe bazirana na parcijalnom tlaku (N/m?)*"

Kx konstanta ravnoteze bazirana na molnim udjelima —

Ky konstanta ravnoteze bazirana na masenim udjelima —

/ konstanta Gearove metode —

L srednja duljina puta zrake m

Im duljina puta mijeSanja m

4 karakteristi¢ni put materijalne Cestice m

m faktor okrupnjenja mreze —

M jedna od kemijskih vrsta -

m maseni protok kg/s

n broj molova kmol
broj zraka, broj kontrolnih volumena -
stupanj Legendreovog polinoma -

An razlika sume stehiometrijskih koef. produkata 1 reaktanata kmol

n; vektor normale m

ne broj parova suprostavljenih reakcija koji se promatra —

nr ukupni broj molova u smjesi kmol

Ng broj kemijskih vrsta u smjesi -

p tlak Pa, bar
parcijalni tlak Pa, bar
faktor promjene koraka u Gearovoj metodi -

Pj matrica u Gearovoj metodi -

Pr Prandtlov broj, odnos viskozne sile 1 kondukcije —

q gustoca toplinskog toka W/m?
red metode integracije -

Q toplinski tok W

q” gustoca toplinskog toka W/m?

q” volumenska gustoca toplinskog toka W/m®

r put, udaljenost m
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veli¢ina opis jedinica

R op¢a plinska konstanta J/kmol K
rezidual *kg/s

Rc radijus m

Re Reynoldsov broj, odnos viskozne i inercione sile -

S udaljenost m

S izvor fizikalne veli¢ine *kg/m’s

AS molarna specifi¢na entropija J/kmol K

@ povrsina direktne izmjene zracenjem povrSina-volumen m’

ss povrsina direktne izmjene zracenjem povrSina-povrsina m’

Stp diskretizirani izvor u temperaturnoj jednadzbi W/m’K

Sep diskretizirani izvor fizikalne veliine kg/m3s

t vrijeme S
temperatura °C

T temperatura K

7 karakteristi¢no vrijeme materijalne Cestice S

t; faktori u Gauss-Legendreovoj metodi integracije —

u brzina u smjeru X-osi m/s

v brzina m/s
brzina u smjeru y-osi m/s

74 volumen m’

w brzina u smjeru z-osi m/s

w molekularna masa kg/kmol

X prostorna koordinata m

X molarni udio kmol/kmol

y prostorna koordinata m

Y maseni udio kg/kg

z prostorna koordinata m

z vektor povijesti rjeSenja u Gearovoj metodi kg/kg

a eksponent nad temperaturom u Arrheniusovom izrazu -
koeficijent apsorpcije I/m
apsorptivnost -
koeficijent Thomasovog algoritma n.d.
konstanta metode integracije sistema obi¢nih dif. jed. -

Jij konstanta metode integracije sistema obi¢nih dif. jed. -

y koeficijent Thomasovog algoritma n.d.
konstanta metode integracije sistema obi¢nih dif. jed. -

r koeficijent difuzije fizikalne veli¢ine Pas

0 korekcija *
konstanta metode integracije sistema obi¢nih dif. jed. -

Oj jediniéni tenzor (Kroneckerov o) -

£ emisivnost —
disipacija turbulentne kineticke energije m’/s’
dozvoljena apsolutna greska *kg/s

& dozvoljena apsolutna greska u Gearovoj metodi kg/kg

& ukupna dozvoljena apsolutna greska u Gearovoj metodi kg/kg

& dozvoljena relativna greska u Gearovoj metodi -

faktor zida pri prijelazu topline
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veli¢ina opis jedinica

s kut izmedu normale na povrSinu i zrake rad

l faktor relaksacije —

A srednji slobodni put molekule m
valna duljina m
koeficijent toplinski W/m K
preticak zraka -

u dinamicki koeficijent viskoznosti Pas

1% stehiometrijski koeficijent kmol

o gustoca kg/m’
refleksivnost -

o Prandtl-Schmidtov broj, odnos viskozne sile i difuzije -
Stefan-Boltzmannova konstanta W/m’K*

Ojj tenzor naprezanja N/m?

Xjj tenzor viskoznih naprezanja N/m?

T srednje slobodno vrijeme molekule S
faktor slabljenja zrake —
vrijeme s

T vremenska konstanta za jednu reakciju 1 jednu vrstu S

Q fizikalna veli¢ina *
kut, nezavisna varijabla u sfernom koordinatnom sustavu rad

& geometrijski tezinski faktor —

W brzina produkcije kemijske vrste kg/m’s
prostorni kut srad

objasnjenja za jedinice

m broj reaktanata u odredenoj reakciji

n.d. nije definirana jednozna¢no
veli¢ina je bezdimenzionalna

* jedinica ovisi o jedinici fizikalno svojstva ¢

Konstante

konstanta opis iznos

C1 konstanta u Planckovom zakonu 0.59544 107 "° W m?

C, konstanta u Planckovom zakonu 14.388 10° m K

g gravitacijska konstanta 9.80665 m/s

R opca plinska konstanta 8314 J/kmol K

o jedini¢ni tenzor (Kroneckerov o) i#j=06;=0

i=j=06;=1
o Stefan-Boltzmannova konstanta 5.6696 107° W/m?K*

Donji indeksi

indeks

opis

0

pocetna vrijednost

najfinija mreza, nulti nivo multigrida
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indeks opis
1 prvi nivo multigrida
a apsorbiran
b reakcija u povratnom smjeru (engl. backward)
crno tijelo
B gorivo
bundle paket, zraka, kvant energije
C izgaranje
koncentracija
slobodni dio izvornog ¢lana
d engl. down, donja kontrolna povrSina kontrolnog volumena
D engl. down, donji kontrolni volumen, i, j, k—1
e ekvilibrijum, ravnoteza
emitiran
efektivan
engl. east, istocna kontrolna povrsina kontrolnog volumena
E engl. east, isto¢ni kontrolni volumen, i+1, j, k
eff efektivan
f reakcija od reaktanata do produkata (engl. forward)
formacija
masene sile
g plin, plinski volumen
h entalpija
i indeks u indeksnoj notaciji
I-ta kemijska vrsta
I-ti kontrolni volumen u smjeru x-osi
I-ti volumen ili povrSina
izlazni
I-ta diferencijalna jednadzba
J indeks u indeksnoj notaciji
J-ta reakcija
J-ti kontrolni volumen u smjeru y-osi
J-ti red metode
k indeks u indeksnoj notaciji
k-ta kemijska vrsta
k-ti kontrolni volumen u smjeru z-osi
kem kemijski
konv  konvektivni
/ indeks koeficijenta
m materijalan
mehanicki
m-ta dimenzija
m-ti nivo multigrida
M jedna od kemijskih vrsta
n broj molova
engl. north, sjeverna kontrolna povrsina kontrolnog volumena
n-ti korak, vremenski trenutak
n-ti sivi plin
N engl. north, sjeverni kontrolni volumen, /, j+1, k
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indeks

opis

np

p

P
pr

~

<

%‘QNQN~<“<><><§

susjedni kontrolni volumen, jedan od W, E, S, N, D, U
susjedna kontrolna povrsina, jedna od w, e, s, n, d, u
parcijalni tlak

sila tlaka

engl. point, centralni kontrolni volumen, i, j, k
pregrijanja

reflektiran

zadrZzavanje, rezidualan

radijacija

povrsina, stijenka

engl. south, juzna kontrolna povrsina kontrolnog volumena
engl. south, juzni kontrolni volumen, i, j—1, k
turbulentan

temperatura

temperatura

mreza pomaknuta u smjeru X-osi

engl. up, gornja kontrolna povrsina kontrolnog volumena
brzina u

ulazni

engl. up, gornji kontrolni volumen, /, j, k+1

volumenski

mreza pomaknuta u smjeru y-osi

brzina v

mreza pomaknuta u smjeru z-osi

engl. west, zapadna kontrolna povrSina kontrolnog volumena
brzina w

zid, hladenje na zidu

engl. west, zapadni kontrolni volumen, i-1, j, k

u smjeru X-osi

molarni udio

u smjeru y-osi

maseni udio

u smjeru Z-osi

kemijska vrsta

spektralni

viskozna sila

fizikalna veli¢ina

Gornji indeksi

indeks opis
0 standardna vrijednost
najfinija mreza, nulti nivo multigrida
[0] aproksimacija vrijednosti u sljede¢em koraku
1 prvi nivo multigrida
i I-ti kontrolni volumen u smjeru x-osi
J J-ti kontrolni volumen u smjeru y-osi
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indeks opis
k k-ti kontrolni volumen u smjeru z-osi
m m-ti nivo multigrida
[m] m-ta iteracija
(9) g-ta derivacija po vremenu
r reakcija
Dijakriticki znakovi
znak opis
- usrednjeni dio fizikalne veli¢ine, Reynoldsovo usrednjavanje
~ usrednjeni dio fizikalne veli¢ine, Favreovo usrednjavanje
promjena po vremenu, derivacija po vremenu
druga derivacija po vremenu
! odnosi se na stehiometrijske koeficijente reaktanata
usmjereno svojstvo
pulzirajuéi dio fizikalne veli¢ine nakon Reynoldsovog usrednjavanja
pseudoveli¢ina, neka veli¢ina uvecéana ili umanjena za neki dio
korekcija
novoizracunata vrijednost, izracunata u tekucoj iteraciji
” odnosi se na stehiometrijske koeficijente produkata
svedeno na povrsinu
pulziraju¢i dio fizikalne veli¢ine nakon Favreovog usrednjavanja
" svedeno na volumen
* prethodna vrijednost, izraCunata u prethodnoj iteraciji
predikcija
pretpostavljena vrijednost
* x prva korekcija
*%%  druga korekcija
- odlazece
* dolazece
A pseudoveli¢ina, neka veli¢ina uvecéana ili umanjena za neki dio
" pseudoveli¢ina, neka veli¢ina uvec¢ana ili umanjena za neki dio
Relacije
indeks opis
do infinitezimalna razlika
P infinitezimalna razlika
op konac¢na razlika
A@ konac¢na razlika
‘ q,‘ apsolutna vrijednost
H(p1, (qu veca vrijednost od ¢ i ¢,

O(9)

red veli¢ine
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