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Zusammenfassung

In der vorliegendenArb eit wurden Str•omungenvon Polymerl•osungenund Fasersuspensionen
mit Mikro-Makro-Mo dellen numerisch berechnet und der Ein
uss auf denmikrostrukturellen
Orientierungszustandcharakterisiert. F•ur Polymerl•osungenkamenFeder-Hantel-Modelle un-
terschiedlicher Modellierungstiefezum Einsatz. Ziel eineserstenArb eitsteils war die Berech-
nung viskosimetrischer Str•omungen von Polymerl•osungenund insbesondereder oszillieren-
den Scherung mit gro�er Deformationsamplitude (LA OS-Str•omung). Dieseist f•ur die experi-
mentelle, rheologische Charakterisierung bedeutsam,jedoch bisher in der Literatur f •ur o�ene
und geschlosseneFeder-Hantel-Modelle nicht diskutiert. F •ur ein o�enes Feder-Hantel-Modell
mit nichtlinearem Federkraftgesetzwurde die Fokker-Planck-Gleichung deterministisch mit
Finiten-Di�erenzen numerisch gel•ost. Die Gr•o�e des zu diskretisierenden Kon�gurations-
raumes konnte durch ein federmittenzentriertes Koordinatensystem gegen•uber dem bisher
•ublichen kugelzentrierten Koordinatensystem verkleinert werden, und der Rechenaufwand
f•ur die numerische L•osung der Di�eren tialgleichung wurde reduziert. Dadurch und durch
die Genauigkeit der deterministischen Methode wurden Parameterstudien insbesonderebei
geringenFrequenzensowie bei gro�en Deformationsamplituden f •ur das o�ene Feder-Hantel-
Modell erm•oglicht. F•ur die Fokker-Planck-Gleichung hat sich der numerische Algorithm us
bis zu einerdimensionslosenSchergeschwindigkeitsamplitude (Weissenberg-Zahl) von We=15
als sehr stabil erwiesen.

Mit den geschlossenenModellen FENE-L, -P und -CR wurden drei Ans•atze mit geringerer
Modellierungstiefe implementiert. Insbesonderedie Berechnung der durch den Kon�gurati-
onstensor aufgespannten Orientierungsellipsoiden lieferte in der LAOS-Str•omung aussage-
kr•aftige Informationen •uber den mikrostrukturellen Orientierungszustand,wie z.B. den Ori-
entierungsgrad der Feder-Hanteln in eineRichtung. Es hat sich gezeigt,dassdasgeschlossene
FENE-L Modell in oszillierenderScherung eine gute N•aherung an das o�ene Feder-Hantel-
Modell darstellt, wobei die mittlere Federl•ange durch das geschlosseneModell allerdings
etwas •ubersch•atzt wird.

Im zweiten Teil der Arb eit wurden Berechnungsergebnissegeschlossener Mikro-Makro-
Modelle erstmals quantitativ mit experimentellen Untersuchungen f •ur eine konzentrierte
Glasfasersuspensionmit Faser-Faser-Wechselwirkungen in einer makroskopischen Str •omung
verglichen. Anhand einer Zylinderumstr •omung wurde das implementierte Modell unter Ver-
wendung des IBOF-5-Schlie�ungsansatzes von Chung und Kw on erfolgreich mit experi-
mentellen Literaturergebnissen von Yasuda et al. validiert. Obwohl im Fasermodell empi-
rische Standardparameters•atze verwendet wurden, ist die •Ubereinstimmung zwischen der
Str•omungsberechnung und den experimentellen Ergebnissenso gut, dassdiesesgeschlossene
Modell als praxistauglich f•ur die makroskopische Str•omungsberechnung eingestuft werden
kann. Lediglich die Verteilungsbreite der Orientierung wurde im Zylindernachlauf etwas un-
tersch•atzt. Erg•anzend wurde der hybride Schlie�ungsansatz f•ur die Str•omung durch einen
90� -Kr •ummer mit den Ergebnissendes IBOF-5 Modells verglichen. Es wurde gezeigt, dass
der hybride Schlie�ungsansatz die lokale Breite der Orientierungsverteilung untersch•atzt.





Abstract

In this work numerical calculations of 
o wing polymer solutions and �b er suspensionsare
donewith micro-macro models.The in
uence of the 
o w �eld on the microstructural orienta-
tion is investigated.Polymer solutions are modelled with spring dumbbell models,operating
on di�eren t length scales.The �rst part dealswith rheometric 
o ws of polymer solutions and
especially large amplitude oscillatory shear(LA OS). LAOS-
ow is establishedas an import-
ant tool for experimental rheological characterisations but so far not discussedin the litera-
ture for open and closedspring dumbbell models. Therefore in this work the Fokker-Planck
equation of a spring dumbbell model with nonlinear spring force law is solved deterministi-
cally with a �nite-di�erence method. With the changefrom a bead-�xed sphericalcoordinate
systemto a spring-centered coordinate systemthe sizeof the con�guration distribution space
wasdramatically reducedand the computation e�ciency was improved. Detailed parametric
model studies in LAOS-
ow were made feasiblewith the underlying deterministic methods
for the open spring dumbbell model. With the implemented numerical schemescalculations
with a dimensionlessshearstressamplitude (Weissenberg number) of We = 15 wererealised.

With the modelsFENE-L, -P and -CR closedspring dumbell modelswere implemented and
investigatedadditionaly. With the secondorder con�guration tensor descriptive informations
about the orientation state could be obtained. As one concluding result, the FENE-L model
was shown to be a good approximation to the open spring dumbbell model in oscillatory
shear.

In a secondpart this work comparesexperimental investigations and numerical calculations
with closedmicro-macro models for �b er suspensionsin macroscopic
o w �elds quantitativ e-
ly. A concentrated glas�b er suspensionwasmodelled respecting �b er-�b er interactions. The
invariant basedclosureapproximation IBOF-5 from Chung and Kw on was validated with
experimental results from Yasuda et al. Although the model parameters were determined
with empirical correlations from literature, which did not promise to be suitable for any
�b er suspension, the numerical results were in good aggreement with expermimental cha-
racteristics of the �b er orientation state in the 
o w around a cylinder. From the numerical
calculation the main �b er orientation angle was predicted quite accurate, only the width
of the orientation distribution function was underestimated. Additionaly the in
uence of
di�eren t closure approximations on the �b er orientation state was discussedwith the 
o w
through a 90� - bend. The famoushybrid closuredi�ers a lot from the results with the IBOF-
5 closureand was examined as inappropriate for the prediction of �b er orientation state in
macroscopic
o w �elds.
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1 Einleitung

Die Neugier steht immer an erster Stelle eines
Problems,das gel•ost werden wil l.
Galileo Galilei

Die numerische Str•omungsberechnung newtonscher Fluide ist in vielen Anwendungsberei-
chen bereits als Hilfsmittel etabliert, insbesonderebei der Untersuchung verfahrenstechni-
scher Problemstellungenund dem Schi�- und Flugzeugbau.Auch die Str •omungsberechnung
nicht-newtonscher Fluide nimmt an Bedeutung zu. Sowohl f •ur Sto�systeme mit einer di-
spersenPhase,wie z. B. Fasersuspensionen,als auch f•ur Polymerl•osungenoder -schmelzen
werden makroskopische Sto�eigenschaften durch die Mikrostruktur bzw. den Orientierungs-
zustand der Fasernoder Makromolek•ule bestimmt. In faserverst•arkten Kunststo�en k•onnen
Fasern, die in eine Hauptrichtung orientiert sind, die Zugfestigkeit des Materials in dieser
Richtung erh•ohen. Durch das Einbringen faserf•ormiger Komponenten (z. B.

"
Carbon Na-

no Tubes\ ) in eine kontinuierliche Matrix und die Orientierung der Fasern kann z.B. auch
die thermische und elektrische Leitf •ahigkeit gezielt beein
usst werden [1{4]. Numerische
Str•omunsgberechnungenk•onnenexperimentelle Untersuchungen erg•anzenund insbesondere
f•ur Geometrieoptimierungenbzw. die Auslegungverfahrenstechnischer Komponenten hilfrei-
che Einblicke in die Mikrostruktur liefern, die sonst nur mit hohem Aufwand experimentell
zug•anglich ist.

Im Gegensatzzu der Klasse der newtonschen Fluide gibt es f •ur nicht-newtonsche Fluide
aufgrund unterschiedlicher Flie�eigenschaften keine Modelle, die mehrere Fluidt ypen glei-
cherma�en gut abbilden k•onnen. In dieserArb eit werden Modelle f•ur Polymerl•osungenund
Fasersuspensionenund somit Sto�systeme mit einer dispersen Phase in einer homogenen
Matrix betrachtet. Ein umfassender•Uberblick •uber die Begri�sbildung und unterschiedliche
rheologische Modelle wird z.B. von Bird und •Ottinger gegeben [5].

F•ur die Str•omungsberechnung der oben genannten Sto�systeme werden sogenannte Mikro-
Makro-Modelle verwendet. DieseModelle k•onnen allgemein als eine Zwischenstufe kontinu-
umsmechanischer und molekulardynamischer Modelle verstanden werden. Letztere bilden
zwar die gro�e Anzahl der Freiheitsgeradevon Makromolek•ulen ab, eignensich jedoch nicht
f•ur die Berechnung komplexerStr•omungen.In Mikro-Makro-Mo dellen wird dasgesamte Ma-
kromolek•ul durch ein einfaches strukturmechanisches Modell mit wenigen Freiheitsgraden
ersetzt und durch Mittelungen und Schlie�ungsannahmen der Rechenaufwand so reduziert,
dassdie numerische Berechnung dreidimensionaler, instation •arer Str•omungen m•oglich wird.
Man unterteilt dieseModelle in

"
o�ene\ und

"
geschlossene\ Formen. O�ene Modelle liefern

mit einer Warscheinlichkeitsverteilungsfunktion f•ur die Molek•ulorientierung vollst•andige In-
formationen •uber den Orientierungszustand. Mit geschlossenenModellen kann lediglich ein
mittlerer Orientierungszustand der Molek•ule oder Fasern in einem Raumpunkt berechnet
werden, jedoch ist der Rechenaufwand deutlich geringer. Ein erstesZiel ist die Diskussion
von Modellen unterschiedlicher Modellierungstiefef •ur Polymerl•osungenin viskosimetrischen
Str•omungen.
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1. Einleitung

In der Rheologie kann ein Standardsatz von viskosimetrischen Str •omungen de�niert wer-
den, der die Basis f•ur eine •Ubertragung der beobachteten Fluideigenschaften auf komplexe
Str•omungen in technischen Anwendungendarstellen kann. Bisher etabliert sind:

� Scherstr•omung: Station•ar und Anlauf-/ Relaxationsverhalten,

� Uniaxiale Dehnung: Station•ar und Anlauf-/ Relaxationsverhalten,

� OszillierendeScherung mit kleiner Deformationsamplitude (
"
SAOS\ : Small Amplitude

Oscillatory Shear).

Innerhalb der letzten Jahre hinzugekommen ist die

� OszillierendeScherung mit gro�er Deformationsamplitude (
"
LAOS\ : LargeAmplitude

Oscillatory Shear).

Letztere ist motiviert aus der •Uberzeugung,dassdie Kenntnis und Charakterisierung der
Fluideigenschaften bei kleinen Deformationen f•ur die VorhersagedesFlie�v erhaltens in kom-
plexen Str•omungen nicht ausreicht. In der Literatur werden zunehmendexperimentelle Er-
gebnissein LAOS-Str•omungen diskutiert [6{9]. Eine Diskussionvon Mikro-Makro-Mo dellen
in LAOS-Str•omungen ist bisher nicht vorgenommenworden und erfolgt in dieser Arb eit.
Lediglich f•ur kontinuumsmechanische Modelle �nden sich einige wenige Arb eiten [10,11].
In der vorliegendenArb eit werden o�ene und geschlosseneFeder-Hantel-Modelle f •ur Poly-
merl•osungenin oszillierender Scherung mit gro�er Deformationsamplitude ausf•uhrlich un-
tersucht und diskutiert. Dabei kommendeterministische Methoden zum Einsatz, da dieseim
Gegensatzzu stochastische Methoden zur Frequenzanalyseder nichtlinearen Fluidantwort
in einer LAOS-Str•omung vorteilhaft sind. Die Berechnung o�ener Feder-Hantel-Modelle mit
deterministischen Methoden ist aufgrund desben•otigten Rechenaufwandeseinewenig disku-
tierte und verwendeteMethode. Ein Beitrag wurde lediglich von Lozinski und Cha uvi �ere
geliefert [12{14]. Ein quanti�zierender Vergleich von o�enen und geschlossenenModellenund
derenBeurteilung f•ur die Beschreibung realer Fluide an Hand viskosimetrischer Str •omungen
fehlt jedoch auch in diesenArb eiten. Dieser bisher in der Literatur fehlendeAspekt wird in
der vorliegendenArb eit diskutiert.

Modelle f•ur Str•omungsberechnungen nicht-newtonscher Fluide sollten m•oglichst mit expe-
rimentellen Untersuchungen validiert werden. Ziel ist es einen Modellparametersatz zu �n-
den, der den realen Orientierungszustand der Makromolek•ule/Fasern in Str•omungen ab-
bildet. Dann k•onnen numerische Berechnungen f•ur Geometrieoptimierungen und Studien
des Ein
usses der Str•omungsparameter etc. verwendet werden. F•ur Fasersuspensionenist
die experimentelle Bestimmung der Kon�guration in Str•omungen mit optischen Messme-
thoden einfacher als f•ur Polymerl•osungen.Ein quantitativ er Vergleich von experimentellen
Untersuchungen und numerischen Str•omungsberechnungenvon Fasersuspensionenist in der
Literatur jedoch bisher nicht vorhanden. Vergleiche beschr •ankten sich auf viskosimetrische
Str•omungen.Ein zweitesZiel dieserArb eit ist daher die Validierung einesgeschlossenenMo-
dells f•ur konzentrierte Fasersuspensionenin makroskopischen Str •omungen am Beispiel einer
Zylinderumstr •omung. Zus•atzlich werden unterschiedliche Modellergebnissein der Str •omung
durch einen 90� -Kr •ummer miteinander verglichen. Die zu diesemVergleich herangezogenen
Gr•o�en, u. a. ein Hauptorientierungswinkel und die sogenannten Orientierungsellipsoiden,
sind auch experimentell zug•anglich und liefern f•ur die Str•omungsberechnung verfahrenstech-
nischer ProblemstellungenInformationen •uber die lokale Mikrostruktur.
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2 Grundlagen der Str •omungsberechnung
nicht-newtonscher Fluide

F•urchte nicht, Dir M•uhe zu geben.
Cheng Man-ch'ing

F•ur die Berechnung von Str•omungen nicht-newtonscher Fluide m•ussenneben den physi-
kalischen Grundgleichungen (Impulsbilanz, Massenbilanz) entsprechendeModellgleichungen
gefundenund gel•ost werden,die experimentell beobachtbare charakteristische Eigenschaften
des jeweils betrachteten Fluids vorhersagenk•onnen. Diese Grundgleichungen und unter-
schiedlichen Typen rheologischer Modelle werden im Folgendeneinf•uhrend dargestellt.

2.1 Mo dellierungsebenen

Physikalische Modelle zur numerischen Str•omungsberechnung nicht-newtonscher Fluide
k•onnen auf unterschiedlichen Modellierungsebenen bzw. Gr•o�enskalen der L•ange L aufge-
stellt werden (Abbildung 2.1). Die Beschreibungsebenemit der h•ochsten Modellierungstiefe
ist auf atomarer Ebene.Das betrachtete Fluid bzw. dessenMolek•ule werden durch ein Mo-
dell
uid abgebildet und die Berechnungsmethoden sind als

"
Molecular Dynamics\ bekannt.

Betrachtet man das Modellsystem in einem durch •au�ere Kr •afte erzeugtenNichtgleichge-
wichtszustand spricht man von NEMD- (

"
non-equilibrium molecular dynamics\ ) Metho-

den [15]. Charakteristisch f•ur diese Modelle ist die Betrachtung einzelner Molek•ule. Eine
Alternativ e dazu, die zwar wenigerEinzelheiten der Molek•ulstruktur abbildet alsdie NEMD-
Methoden, jedoch mit stochastischen Algorithmen eine Berechnung von einzelnenMolek•ul-
oder Partik eltrajektorien vornimmt, ist der

"
Brownian Dynamics\ Ansatz. Demgegen•uber

besitzen Modelle, die keine Aussagen•uber die Mikrostruktur des Fluids erm•oglichen, eine
geringeModellierungstiefe,d.h. im Vergleich zu den NEMD-Metho den m•ussenmehr verein-
fachendeAnnahmen getro�en werdenund die betrachteten L•angenabmessungenim physika-
lischen Modell sind gro� gegen•uber den molekularenoder atomaren Abmessungen.DieseBe-
schreibungsebenewird als Kontinuumsansatzbzw. die Modelle als kontinuumsmechanische
oder makroskopische rheologische Modelle bezeichnet. Rheologische Modelle auf der makro-
skopischen Beschreibungsebene sind bereits in kommerziellen CFD-Programmen erh•altlich
und die numerische Str•omungsberechnung mit makroskopischen Modellen ist seit vielen Jah-
ren Gegenstandder Forschung [16]. Sogenannte Mikro-Makro-Mo delle operieren bez•uglich
desL•angenma�stabesder Modellierung zwischen Kontinuumsmethoden und der NEMD. Ein
Makromolek•ul wird durch ein einfaches mechanisches Ersatzmodell abgebildet und als di-
spersePhasein einer kontinuierlichen Matrix-Fl •ussigkeit betrachtet (Abbildung 2.2). Dabei
unterscheidet man zwischen o�enen und geschlossenenMikro-Makro-Mo dellen. In o�enen
Modellformen berechnet man entweder mit deterministischen Methoden eine Verteilungs-
funktion der Molek•ulorientierung und -l•ange, im Folgenden als Kon�guration bezeichnet,
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2. Grundlagen der Str•omungsberechnung nicht-newtonscher Fluide

Kontinuumsmechanik

geschlossene Mikro-
Makro Modelle

offene Mikro-Makro
Modelle

NEMD

Atomares Modell

deterministische
Methoden

stochastische
Methoden

PSfrag replacements

L

L > 10� m

L � 0:1 � 0:5nm

Abbildung 2.1: Modellierungsebenenmit zunehmenderModellierungstiefe

oder bei Verwendung stochastischer Methoden die Kon�gurationen einzelner Molek•ule in
einem Ensemble. O�ene Mikro-Mo delle eignen sich aufgrund des hohen Rechenaufwandes
bisher jedoch nicht sehr gut f•ur die Berechnung von makroskopischen dreidimensionalen
Str•omungen. GeschlosseneMikro-Makro-Mo delle reduzierendurch einen Schlie�ungsansatz
die Modellierungstiefe und liefern nur noch Informationen •uber die mittlere Kon�gurati-
on aller Molek•ule. Die zugrundeliegendeMittelung und Schlie�ung liefert einen mittleren
Kon�gurationstensor, was einerseits den Rechenaufwand gegen•uber den o�enen Modellen
erheblich reduziert, aber andererseitsEinblicke in den str •omungsinduzierten Kon�guration-
zustand der Makromolek•ule bzw. der dispersenPhaseerm•oglicht. Ein detaillierter •Uberblick
•uber die Entwicklungen im Bereich der numerischen Berechnung nicht-newtonscher Fluid-
str•omungen u. a. ist in [17,18] dargestellt.

In dieserArb eit werdenrheologische Sto�mo delleder Mikro-Makro-Eb enef •ur Polymerl•osun-
gen und Fasersuspensionenverwendet und diskutiert. Im Folgenden ist zu unterscheiden
zwischen den physikalischen Grundgleichungen der kontinuierlichen Phase bzw. der Ma-
trix
 •ussigkeit (=Makro-Eb ene)und der dispersenPhase(=Mikro-Eb ene),alsoden Polymer-
molek•ulen bzw. suspendiertenFasern.Der betrachtete L•angenma�stab f•ur die physikalischen
Grundgleichungender Matrix
 •ussigkeit ist sogro�, dassdie Kontinuumshypotheseweiterhin

Abbildung 2.2: Mikro-Makro-Mo dell: Suspensionvon Fe-
derhanteln in kontinuierlicher Matrix
 •ussigkeit
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2.2. Physikalische Grundgleichungen

erf•ullt ist. Die Darstellung der Berechnungsgleichungen der rheologischen Sto�mo delle auf
der Mikro-Eb enefolgt in Kapitel 3.

2.2 Physikalische Grundgleichungen

Die physikalischen Grundgleichungen der Makro-Ebene, die f •ur die Str•omungsberechnung
von nicht-newtonschen Fluiden verwendet werdenk•onnen,sind die Impulserhaltung und die
Massenerhaltung.Die daraus berechenbaren Gr•o�en sind das Geschwindigkeitsfeld und der
Druck.

2.2.1 Impulssatz: Cauchysche Bewegungsgleichung

Formuliert man den Impulssatz f•ur ein in einem Fluidk ontinuum abgegrenztesTeilvolumen
V mit der Ober
 •ache A, erh•alt man die Cauchysche-Bewegungsgleichung, wobei die zeitliche
•Anderung des Impulses I gleich der Summealler an dem Teilvolumen angreifendenKr •afte
F i ist. Die an dem Volumenelement angreifendenKr •afte werden in massenspezi�sche Kr •afte
f m und Ober
 •achenkr•afte (Spannungskr•afte) eingeteilt.

DI
Dt

=
X

i

F i ;

D
Dt

Z

V
%v dV =

Z

V
%f mdV +

I

A

~S � n dA: (2.1)

Die Anwendung von Erhaltungsgleichungen in Fluidstr •omungen bzw. bewegte Fluid-
elemente oder K•orper erfordert die Einf •uhrung einer Zeitableitung in einem mitb ewegten
Koordinatensystem (Lagrange'sche Koordinaten). Diese wird als materielle Zeitableitung
bezeichnet und durch den Operator D

Dt dargestellt:

D =
Dt

@
@t

+ (v � r ): (2.2)

@�
@t ist die Zeitableitung in einemortsfestenKoordinatensystem(Eulersche Koordinaten) und
(v �r )� wird alskonvektive Ableitung bezeichnet. Mit demSatzvon Gau� und (2.2) kann Gl.
(2.1) f•ur inkompressibleFluide in die bekannte di�eren tielle Form der Bewegungsgleichung
•uberf•uhrt werden.

D
Dt

Z

V
%v dV =

Z

V
%f m dV +

Z

V
r � ~SdV;

%
Dv
Dt

= %
�

@v
@t

+ (v � r )v
�

= %f m + r � ~S: (2.3)

Die Bestimmungsgleichung f•ur den Spannungstensor~S wird als rheologische Sto�gleichung
bezeichnet [19] und koppelt dasGeschwindigkeitsfeld und die Sto�eigenschaften aneinander.
F•ur die Beschreibung nicht-newtonscher Fluide existiert eine Vielzahl von unterschiedli-
chen rheologischen Sto�gleichungen. Im Rahmen dieser Arb eit werden sogenannte

"
Mikro-

Makro\ -Modelle f•ur Polymerl•osungenund Fasersuspensionenvorgestellt. Der Druck p hat
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2. Grundlagen der Str•omungsberechnung nicht-newtonscher Fluide

auf die physikalischen Eigenschaften inkompressiblerFluide i. Allg. keinenEin
uss und wird
mit

~S = � p � + S (2.4)

aus dem Spannungstensorherausgezogen.� bezeichnet den Einheitstensor. In dieserArb eit
werden nur Fluide betrachtet, die keine Volumenmomente wie z.B. elektrische und magne-
tische Momente erfahren. Aus der Anwendung des Drehimpulssatzesf •ur ein di�eren tielles
Volumenelement folgt damit, dass der Spannungstensor symmetrisch ist und zur L •osung
der rheologischen Sto�gleichung nur sechs Komponenten des Spannungstensorsberechnet
werden m•ussen.

2.2.2 Massenerhaltung/ Druckkorrekturgleichung

Die Massenbilanz f•ur inkompressibleFluide liefert aufgrund der konstanten Fluiddichte die
DivergenzfreiheitdesGeschwindigkeitsfeldesund stellt keine Bestimmungsgleichung f •ur den
Druck dar. Durch Anwendung des Divergenzoperators auf die Impulserhaltungslgleichung
kann eine Bestimmungsgleichung f•ur den Druck hergeleitet werden, die sogenannte Druck-
korrekturgleichung [20,21].

2.3 Kontinuumsmechanische Grundgr•o�en und De�nitionen

Rheologische Sto�mo dellestelleneinenZusammenhangzwischender Deformationsgeschichte
und den an einem Fluidelement angreifendenOber
 •achenspannungen her. F•ur die in dieser
Arb eit verwendeten und diskutierten rheologischen Modelle muss zun•achst eine eindeutige
Begri�bildung der ben•otigten Tensorenund objektiv en Zeitableitungen vorgenommenwer-
den.

2.3.1 Tensoren des Geschwindigkeitsfeldes

Innerhalb der Str•omung auftretende •ortliche Gradienten desGeschwindigkeitsfeldeswerden
beschrieben durch die Einf •uhrung desGeschwindigkeitsgradienten L

L = (r v)T ; L ij =
@vi

@x j
: (2.5)

Der Geschwindigkeitsgradient L ist ein antisymmetrischer Tensor,der additiv in einensym-
metrischen Anteil D und einen antisymmetrischen Anteil W zerlegt werden kann:

L = D + W : (2.6)

Der symmetrische Anteil wird Deformationsgeschwindigkeitstensor genannt und l •asst sich
mit Gl. (2.6) schreiben als

D =
1
2

�
L + L T �

; D ij =
1
2

�
@vi

@x j
+

@vj

@x i

�
: (2.7)
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2.3. Kontinuumsmechanische Grundgr•o�en und De�nitionen

Der antisymmetrische Anteil ist der sogenannte Rotationsgeschwindigkeitstensor.

W =
1
2

�
L � L T �

; Wij =
1
2

�
@vi

@x j
�

@vj

@x i

�
: (2.8)

Durch die Einf •uhrung von D und W wird das Geschwindigkeitsfeld in zwei Anteile aufge-
spalten, von denen der eine deformierend auf ein Fluidelement wirkt und einen Anteil, der
anderehingegeneine reine Starrk•orperrotation desElementes bewirkt. Die in der Str•omung
auftretenden sto�sp ezi�schen Spannungen werden in der rheologischen Sto�gleichung •uber
dieseTensorenan die Geschwindigkeitsgradienten gekoppelt.

2.3.2 Objektive Zeitableitungen

Das rheologische Sto�gesetz mussdem Invarianzprinzip gen•ugen [22]. Durch die Einf •uhrung
objektiv er Zeitableitungen [23,24] k•onnen Bestimmungsgleichungen f•ur den Spannungsten-
sor mit Ber•ucksichtigung desInvarianzprinzips formuliert werden. In der nicht-newtonschen
Fluiddynamik •ubliche, objektiv e Zeitableitungen sind im Einzelnen:

� Kontravariant konvektive Ableitung (upper convected):

O
S=

DS
Dt

=
DS
Dt

� L � S � S � L T : (2.9)

� Kovariant konvektive Ableitung (lower convected):

M
S=

dS
dt

=
DS
Dt

+ L T � S + S � L : (2.10)

� Korotatorische oder Jaumann Ableitung:

�
S=

DS
Dt

=
DS
Dt

� W � S + S � W : (2.11)
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2. Grundlagen der Str•omungsberechnung nicht-newtonscher Fluide
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3 Mikro-Makro-Mo delle f•ur Polymerl•osungen

Eine Il lusion verlieren hei�t, um eine
Wahrheit reicher zu werden.
Arth ur Schnitzler

In der kontinuierlichen Matrix
 •ussigkeit suspendierte Makromolek•ule bzw. Fasernerzeugen
gegen•uber einem newtonschen Fluid zus•atzliche Spannungen, die im Folgendendurch rheo-
logische Sto�gleichungen vom Mikro-Makro-T yp berechnet werden. Die Modellgleichungen
basieren ebenfalls auf den physikalischen Erhaltungsgleichungen, jedoch auf der Betrach-
tungsebeneeineseinzelnenTeilchens.Eine •Ubersicht •uber Mikro-Makro-Mo delle und deren
Berechnungsmethoden bzw. •uber deren Benennung in der Literatur und Charakteristika
�ndet sich z.B. in [5]. Sowohl f•ur die im Rahmen dieser Arb eit verwendeten Feder-Hantel
Modelle f•ur Polymerl•osungen, als auch f•ur Fasersuspensionen gibt es zwei unterschiedli-
che Berechnungsans•atze. Man kann prinzipiell unterscheiden zwischen stochastischen und
deterministischen Methoden. Aufgrund der hohen Komplexit •at beider Berechnungsans•atze
sei f•ur eine detaillierte Beschreibung der stochastischen Methoden auf die Literatur ver-
wiesen[25]. In der Vergangenheitwaren stochastische Methoden (CONFESSIT-Approach,

"
Brownian Dynamics\ -Methoden,

"
Dissipative Particle Dynamics\ ) die bevorzugte Berech-

nungsmethode. Da deterministische Methoden gegen•uber stochastischen bei vergleichbarem
Rechenaufwand i. Allg. •uber eineh•ohereGenauigkeit verf•ugen, �nden sich zunehmendmehr
Beitr •age in der Literatur sowohl f•ur Feder-Hantel Modelle von Lozinski ,Cha uvi �ere et.
al [12{14,26{28] als auch f•ur Fasersuspensionenvon Chiba , Chinest a et al. [29,30].

3.1 Begri�sde�nitionen

Im Folgendenwird unterschieden zwischen zwei Koordinatensystemen:einerseitsdem
"
phy-

sikalischen\ Raum bzw. dem Koordinatensystem des makroskopischen Str •omungsraumes,
wobei in dieser Arb eit kartesische Koordinaten verwendet werden. Andererseits ist auf der

"
Mikro\ - Ebene ein weiteres Koordinatensystem erforderlich. Der sogenannte Kon�gura-

tionsraum und dessenKoordinaten beschreiben die r•aumliche Orientierung bzw. f•ur den
Fall der Feder-Hantel Modelle/Polymerl•osungenauch die momentane Molek•ull •ange.F•ur den
Kon�gurationsraum ist ein Kugelkoordinatensystem pr•adestiniert. Diese beiden Koordina-
tensystemebzw.

"
R•aume\ sind demnach den unterschiedlichen Betrachtungsebenen zuzu-

ordnen. Der physikalische Raum ist der
"
Makro\ -Ebenezugeordnet,der Kon�gurationsraum

der
"
Mikro\ -Ebene.
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3. Mikro-Makro-Mo delle f•ur Polymerl•osungen

3.2 O�enes Feder-Hantel-Mo dell

Das in dieser Arb eit verwendete mikro-mechanische Strukturmo dell f •ur Polymermakromo-
lek•ule ist die in Abbildung 3.1 dargestellte Feder-Hantel, bestehendaus zwei mit einer mas-
selosenFeder verbundenenmassebehafteten Kugeln [31]. Der Verbindungsvektor der beiden
Kugeln (auch als Orientierungs- oder Kon�gurationsv ektor benannt) wird mit Q bezeichnet
. Mit den Ortsvektoren der beiden Kugeln r 1 und r 2 gilt Q = r 2 � r 1.

Q Abbildung 3.1: Mechanisches Ersatzmodell f•ur ein Polymermolek•ul:
Feder-Hantel

Boltzmann-Gleichung im Phasenraum Die Dynamik polymerer Fl •ussigkeiten, wie sie von
Bird et. al eingef•uhrt wird, basiert auf den gleichen Prinzipien wie die Bol tzmann sche
Sto�gleichung in der kinetischen Gastheorie[32]. Die Boltzmann-Gleichung beschreibt allge-
mein die zeitliche •Anderung einer Warscheinlichkeitsdichte f (r ; _r ; t) im Phasenraum,wobei
r der Orts- und _r der Geschwindigkeitsvektor eines Teilchens ist [33]. Die Warscheinlich-
keitsdichte •andert sich zeitlich aufgrund molekularer Zusammenst•o�e und externer Kr •afte.
Formuliert f•ur eine Federhantel mit den Ortsvektoren r 1, r 2 und den Geschwindigkeiten _r 1

und _r 2 der Kugeln und mit einer Zerlegung1

f (r 1; r 2; _r 1; _r 2; t̂ ) = 	(( r 1; r 2; t̂ ) �( _r 1; _r 2; t̂ ) (3.1)

werdendie Orientierungsverteilungsfunktion 	 und die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion
� eingef•uhrt. O�ene Mikro-Makro-Mo delle liefern eine Bestimmungsgleichung f •ur die Ori-
entierungsverteilungsfunktion 	, die sogenannte Fokker-Planck-Gleichung (FP-Gleichung).

Vereinfachende Annahmen Die im weiteren Verlauf diskutierte Form der Fokker-Planck-
Gleichung beinhaltet einige fundamentale, vereinfachendeAnnahmen, die zusammengefasst
dargestellt werden:

� Die Polymerl•osungwird als •ortlich homogenbetrachtet, d.h. esgibt keinelokalen Kon-
zentrationsgradienten und esgilt mit der Teilchendichte n

	( r 1; r 2; t̂ ) = n  (Q; t̂);
Z

 (Q; t̂)dQ = 1: (3.2)

� Die Beschleunigungder Kugeln bzw. der Federhantel ist gegen•uber denanderenTermen
in den Impulserhaltungsgleichungen der Kugeln vernachl•assigbar.

� Die auf die Kugeln wirkendenKr •afte setzensich zusammenausder hydrodynamischen
Widerstandskraft, der Brownschen-Molekularbewegung und der intramolekularen Fe-
derkraft. D.h. weitereexterneKr •afte und Interaktionskr •afte zwischen denFederhanteln
werden vernachl•assigt.

1Da in diesem Kapitel in der Fokker-Planck-Gleichung sp•ater dimensionslose Gr•o�en eingef•uhrt werden,
wird die dimensionsbehaftete Zeit mit t̂ gekennzeichnet.
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3.2. O�enes Feder-Hantel-Modell

� Das Geschwindigkeitsfeld ist •uber den L•angenma�stab einer Federhantel betrachtet
•ortlich linearisierbar (

"
local homogenity assumption\ ).

� Die Umstr•omung der Kugeln wird als schleichende Str•omung betrachtet und es gilt
das Stokes'sche Widerstandsgesetz.

� Die Geschwindigkeitsverteilung � der Federhanteln ist die (Gleichgewichts-) Maxwell-
Verteilung der statistischen Mechanik (

"
equilibration in momentum space\ ) [34].

� Das Polymermolek•ul ist symmetrisch zu seinemZentrum, d.h. die Kugeln haben die
gleiche Masseund Gr•o�e.

3.2.1 Konventioneller Kon�gurationsraum: " kugelzentriert \

Da die Feder in dem strukturmechanischen Modell aufgrund der an den Kugeln angreifenden
Kr •afte eine variable L•angebesitzt, ist der Kon�gurationsraum der Feder-Hantel eine Kugel.
Ein Ensemble von Molek•ulen wird durch eine H•au�gk eitsverteilungsfunktion der Orientie-
rungsvektoren  (Q; t̂) und somit durch eine L•angen- und Orientierungsverteilung charak-
terisiert. Bisher •ublich bzw. etabliert zur Beschreibung der Feder-Hantel-Kon�gurationen
war ein Kugelkoordinatensystem, dessenUrsprung auf einer Kugel befestigt ist [31] (vgl.
Abbildung 3.2). Da die beidenmassebehafteten Kugeln im Folgendenidentisch sind, konnte

q

r

fx

y

z

Abbildung 3.2: Kugelzentriertes Koordinatensystem

die Gr•o�e desKon�gurationsraumes durch ein neues,federzentriertes Koordinatensystemin
dieser Arb eit deutlich reduziert werden, ohne die m•oglichen Molek•ulkon�gurationen dabei
einzuschr•anken.

3.2.2 Fokker-Planck-Gleichung

Die Bestimmungsgleichung f•ur die Verteilungsfunktion der Orientierungen  (Q; t̂ ) ist die
Fokker-Planck-Gleichung. Auf die umfangreiche Herleitung der Gleichung aus der Impulser-
haltungsgleichung einer Feder-Hantel und der Kontinuit •atsgleichung f•ur  wird an dieser
Stelle verzichtet und auf die Literatur verwiesen [31]. In dem konventionellen, kugelzen-
trierten Koordinatensystemkann die Fokker-Planck-Gleichung in einerdimensionsbehafteten
Schreibweiseformuliert werden mit [31,35,36]:

D (Q; t̂ )

Dt̂
= � r Q �

��
L̂ � Q �

2
�

F̂ (Q)
�

 
�

+
2kB T

�
� Q : (3.3)
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3. Mikro-Makro-Mo delle f•ur Polymerl•osungen

� ist der Widerstandskoe�zien t einer Kugel, kB die Boltzmann-Konstante und T die Tem-
peratur. Im RahmendieserArb eit wird einedimensionsloseSchreibweiseder Fokker-Planck-
Gleichung mit der Normierung durch:

q =
Q

q
kB T

H

; t =
t̂
�

; L =
L̂

1=�
; (3.4)

verwendet. Dabei bezeichnet � die Relaxationszeit. Mit der Federkonstanten H und dem
Widerstandskoe�zien ten � gilt � = �

4H .

Mit dem dimensionslosenOrientierungsvektor q und den anderenNormierungen erh•alt man
[12]:

D (q; t)
Dt

= � r q �
��

L � q �
1

2�
F (q)

�
 

�
+

1
2�

� q : (3.5)

Die Di�eren tialoperatoren r q; r Q; � q; � Q werdenim KugelkoordinatensystemdesKon�gu-
rationsraumesausgewertet, wasdurch die Einf •uhrung der Indizes q und Q verdeutlicht wird.
Um die Verteilungsfunktion  (q; t) der Federhanteln im Kon�gurationsraum berechnen zu
k•onnen, muss f•ur die Feder ein physikalisch motiviertes Federkraftgesetzin (3.5) eingesetzt
werden.

Spannungstensor, Kramers-Gleichung Nach der L•osung der Fokker-Planck-Gleichung
muss aus der mikrostrukturellen Information •uber den Orientierungszustand der Molek•ule
ein makroskopischer Spannungstensor durch die Feder-Hanteln Sp berechnet werden. Die
Bestimmungsgleichung f•ur den Spannungstensorist die bekannte Kramers -Gleichung. Der
Spannungstensorsetzt sich zusammenaus einem Anteil resultierend aus dem Kugelimpuls
und einem Anteil aus der Federkraft und kann als dimensionsbehaftete Gr •o�e berechnet
werden mit:

Sp = nkBThqF (q)i � nBkT� : (3.6)

Der Gleichgewichtsanteil resultierend aus dem Impuls der Kugeln und der Maxwell-
Verteilung f•ur die Geschwindigkeitsverteilung mit Sp;eq = 2nB k T� wurde von dem resultie-
renden Spannungstensorabgezogen.Der in die Impulserhaltungsgleichung (2.3) eingehende
makroskopische Spannungstensorsetzt sich additiv aus dem polymeren Anteil und der Ma-
trix
 •ussigkeit Ss zusammen:

S = Sp + Ss: (3.7)

Federkraftgesetze Das denkbar einfachste Federkraftgesetzist der von Hooke vorgeschla-
genelineare Zusammenhangzwischen Federkraft und Federl•ange:

F̂ (Q) = H Q (f •ur Gl. (3.3)) ; (3.8)

F (q) = q (f •ur Gl. (3.5), dimensionslos): (3.9)
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3.2. O�enes Feder-Hantel-Modell

Bei Verwendung des Hookeschen-Federkraftgesetzes l•asst sich aus der Fokker-Planck-
Gleichung (3.5) durch Mittelung •uber den gesamten Kon�gurationsraum das bekannte kon-
tinuumsmechanische Oldroy-B Modell ermitteln. Daf•ur erweitert man die Fokker-Planck-
Gleichung mit dem dyadischen Produkt qq und integriert •uber den Kon�gurationsraum.
Damit folgt:

Dhqqi
Dt

=
�

@
@q

(L � q)qq
�

+
1

2�

�
q �

@
@q

qq
�

+
1

2�

�
@

@q
�

@
@q

qq
�

;
�

@
@q

(L � q)qq
�

= L :
�

q
@

@q
qq

�
= 2L � hqqi = L � hqqi + hqqi � L T ;

)
Dhqqi

Dt
� L � hqqi � hqqi � L T =

Dhqqi
Dt

=
1
�

hqqi +
1
�

� : (3.10)

Durch Einsetzen der Kramers-Gleichung (3.6) f•ur den Spannungstensorund Ber•ucksichti-
gung des Spannungstensorsder Matrix
 •ussigkeit in Gleichung (3.10) erh•alt man das von
Oldroyd entwickelte und gut bekannte Oldroyd-B Modell.

S + � 1
DS
Dt

= 2� s

�
D + � 2

DD
Dt

�
: (3.11)

Obwohl Oldroyd [22,23] seineModellgleichungen auf der Betrachtungsebene des Kontinu-
ums entwickelt hat, ist dasOldroyd-B Modell f •ur den Fall einer Hookeschen Federmit linea-
rem Federkraft-Gesetz in der molekularen Theorie der Fokker-Planck Gleichung enthalten,
wodurch der von Oldroyd erbrachte Beitrag bei der Entwicklung kontinuumsmechanischer
Modellgleichungen und dem Konzept objektiv er Zeitableitungen besondersan Bedeutung
gewinnt. Da Polymermolek•ule jedoch nicht unbegrenzt dehnbar sind, f•uhrt das lineare Fe-
derkraftgesetz in dehnendenStr•omungen zu unphysikalischem Verhalten. Die Vorstellung,
dassPolymermakromolek•ule im Gleichgewichtszustand einen verkn•aulten Zustand einneh-
men, und durch •aussereKr •afte bzw. eine Str•omung entkn •ault bzw. gestreckt werden, kann
dieseModellschw•ache beseitigen,indem die maximale Molek•ull •angedurch ein nichtlineares
Federkraftgesetzbegrenzt wird. Warner hat ein nichtlineares Federkraftgesetzvorgeschla-
gen, wobei die maximal m•ogliche, dimensionsbehaftete Molek•ul- bzw- Federl•ange mit Q0

bezeichnet wird [35]. Abbildung 3.3 zeigt den Betrag der Federkraft in Abh•angigkeit des
Betragesder Federl•angef•ur die beiden Federkraftgesetze.Das Quadrat der dimensionslosen
maximalen Federl•angewird mit

b =
H Q2

0

kB T
(3.12)

eingef•uhrt und die Federkraftgesetzenach Warner lauten:

F̂ (Q) =
H Q

1 � jQ2j=Q2
0

(f •ur Gl. (3.3)) ; (3.13)

F (q) =
q

1 � jq2j=b
(f •ur Gl. (3.5)): (3.14)

Grenzen des Kon�gurationsraumes In einemkugelzentrierten Koordinatensystemergeben
sich die Intervallgrenzen

r � [0;
p

b]; # � [0; � ]; ' � [0; 2� ]: (3.15)
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3. Mikro-Makro-Mo delle f•ur Polymerl•osungen
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Abbildung 3.3: Federkraftgesetze:lineare
Hooke sche Feder und nichtlineares Gesetz
nach Warner [35], Betrag der Federkraft,
b = 1

In diesemRaum mussdie Normierungsbedingung (3.2) erf•ullt werden.

Z p
b

0

Z �

0

Z 2 �

0
 (r; #; '; t) r 2 sin# d' d# dr = 1: (3.16)

Nach EinsetzendesFederkraftgesetzes(3.14) und Anwendungder Di�eren tialoperatoren im
Kon�gurationsraum l•asst sich Gl. (3.5) darstellen als :

D 
Dt

=
�
� sin(' ) cos(' ) sin2(#) L 1;2 � sin(#) cos(#) cos(' ) L 1;3

� sin(' ) cos(' ) sin2(#) L 2;1 + sin2(#)(2 cos2(' ) � 1) L 2;2 � sin(#) cos(#) sin(' ) L 2;3

� sin(#) cos(' ) cos(#) L 3;1 � sin(#) sin(' ) cos(#) L 3;2

�
�
cos2(#) � cos2(' ) sin2(#)

�
L 3;3

�
r

@ 
@r

+
�

sin2(' )L 1;2 +
cos(#) sin(' ) L 1;3

sin(#)

� cos2(' )L 2;1 � 2 sin(' ) cos(' )L 2;2 �
cos(#) cos(' ) L 2;3

sin(#)
� cos(' ) sin(' )L 3;3

�
@ 
@'

�
� sin(#) cos(#) sin(' ) cos(' ) L 1;2 � cos2(#) cos(' ) L 1;3

� sin(#) cos(#) sin(' ) cos(' ) L 2;1 �
�
sin(#) cos(#)(1 � 2 cos2(' ))

�
L 2;2

� cos2(#) sin(' ) L 2;3 + sin2(#) cos(' ) L 3;1 + sin2(#) sin(' ) L 3;2

+ sin(#) cos(#)
�
cos2(' ) + 1

�
L 3;3

� @ 
@#

+
1

2�
b

�
3b� r 2

�
 

(b� r 2)2 +
1

2�
r b

(b� r 2)
@ 
@r

+
1

2�

�
@2 
@r 2 +

2
r

@ 
@r

+
cos#

r 2 sin#
@ 
@#

+
1
r 2

@2 
@#2 +

1
r 2 sin2 #

@2 
@' 2

�
: (3.17)

3.2.3 Neuer Kon�gurationsraum: " federzentriert \

Fixiert man den Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte der Feder, ist die Gr •o�e
des Kon�gurationsraumes aufgrund der Symmetrie der Federhantel geringer, obwohl die
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3.2. O�enes Feder-Hantel-Modell

m•oglichen Kon�gurationszust •ande identsich sind zu denenim kugelzentrierten System(vgl.
Abbildung 3.4). F•ur die numerische Berechnung der Verteilungsfunktion  wird die durch
die Kon�gurationsv ektoren aufgespannte Kugel mit einem diskreten Rechengitter abgebil-
det. Bei gleicher Gitterau
 •osungergibt sich aufgrund deskleineren De�nitionsb ereichesvon
r und # in dem federzentrierten Koordinatensystem gegen•uber dem konventionellen Koor-
dinatensystem somit eine Reduzierung der Anzahl der Gitterpunkte um den Faktor vier,
wodurch der ben•otigte Rechenaufwand erheblich reduziert werden konnte.

q

r

f

x

y

z

Abbildung 3.4: Federzentriertes Koordinatensystem

r �
�
0;

1
2

p
b
�

; # �
h
0;

�
2

i
; ' � [0; 2� ] (3.18)

)
Z 1

2

p
b

0

Z �
2

0

Z 2 �

0
 (r; #; '; t) r 2 sin# d' d# dr = 1: (3.19)

Im Folgendenwird der Kon�gurationsv ektor im federzentrierten Koordinatensystemmit

qz =
q
2

(3.20)

de�niert. Die Fokker-Planck-Gleichung muss entsprechend transformiert werden und man
erh•alt:

D (qz; t)
Dt

= �
1
2

r q �
��

L � qz �
1

2�
F (qz)

�
 

�
+

1
8�

� q ; (3.21)

F (qz) =
2qz

1 �
4jqzj

2

b

: (3.22)

Randbedingungen

Die Randbedingungen der FP-Gleichung werden im federzentrierten Koordinatensystem
diskutiert. Die entsprechenden Randbedingungen im kugelzentrierten Koordinatensystem
k•onnen leicht entsprechend hergeleitet werden. In radialer Richtung desKon�gurationsrau-
mesgilt am Rand, dasskeine Federhantel die maximale L•angeerreicht und die Verteilungs-
funktion f•ur r = 0 symmetrisch ist.

 

 

r =

p
b

2

!

= 0;
@ 
@r

�
�
�
�
r =0

= 0: (3.23)
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3. Mikro-Makro-Mo delle f•ur Polymerl•osungen

In ' -Richtung liegt eine periodische Randbedingung vor und esgilt:

 (' = 0) =  (' = 2� ): (3.24)

In #-Richtung kann f•ur den Rand # = � =2 eineSymmetrierandbedingungformuliert werden,
wobei � # den Gitterabstand in dieserKoordinatenrichtung bezeichnet:

 
�

# =
�
2

+ � #; '
�

=  
� �

2
� � #; ' + �

�
: (3.25)

Der Rand # = 0 stellt in Gl. (3.17) eine Singularit •at dar. Da die Verteilungsfunktion keine
physikalisch begr•undbaren Singularit •aten besitzenkann, l•asst sich eine Randbedingung for-
mulieren, die dieser Tatsache Rechnung tr •agt. Der Fall # = 0 bedeutet eine Kon�guration
einer senkrechten Feder-Hantel, die sich zwar noch um ihre senkrechte Achse ( in ' - Rich-
tung) drehen kann, jedoch sind dieseKon�gurationszust •ande miteinander identisch und es
folgt:

@ 
@'

�
�
�
�
#=0

= 0: (3.26)

Die verbleibenden Terme mit einer Singularit •at f•ur # = 0 stammen aus dem Anteil der
BrownschenMolekularbewegungund werdenmit f (#) zusammengefasst.F •ur die Beseitigung
der unphysikalischen Singularit •at folgt:

f (#) = C1

�
cos#
sin#

@ 
@#

+
@2 
@#2

�
!= 0;

,
C1

sin#
@

@#

�
sin#

@ 
@#

�
= 0;

)
@

@#

�
sin#

@ 
@#

�
= 0: (3.27)

Gleichung (3.27) liefert die Randbedingung f•ur # = 0. Die diskretisierte Form dieserRand-
bedingung ist im Anhang A.3 gegeben.

Mittelung •uber den Kon�gurationsraum F•ur eine beliebige(skalare, vektorielle oder ten-
sorielle) Gr•o�e f wird mit h:i und

hf i =
Z

f  (t; q) dq (3.28)

eine Mittelung •uber den Kon�gurationsraum de�niert. Ein mittlerer Orientierungszustand
der Federhanteln kann somit durch die mittlere L•angehjqji , und die mittleren Winkel h#i und
h' i diskutiert werden.In dieserArb eit werdenalle Berechnungenmit dem dreidimensionalen
o�enen FENE-Modell durchgef•uhrt.

3.2.4 Koordinatentransfo rmation

F•ur gro�e Federl•angen bzw. gro�e Werte von r strebt die Federkraft aufgrund des nicht-
linearen Federgesetzesasymptotisch gegenunendlich. Eine stabile numerische L •osung der
FP-Gleichung ohne eine zus•atzliche Stabilisierung wird dadurch verhindert. Lozinski und
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3.2. O�enes Feder-Hantel-Modell

Cha uvi �ere haben aus diesemGrund eine Koordinatentransformation f •ur r vorgeschlagen,
die die physikalische Randbedingung lim r !

p
b  (r ) = 0 gew•ahrleistet [28].

 (t; r; #; ' ) =
�

1 � h
2

� s

Y(t; h; #; ' ); r 2 =
b
2

(1 + h); h � [� 1; 1]: (3.29)

Dabei ist s ein positiver, skalarer ganzzahligerParameter, der nach dem Einsetzender Trans-
formationsvorschrift in (Gl. 3.17) f•ur die Beitr •age aus der Federkraft f•ur r ! 0 den Z•ahler
in den jeweiligen Termenschneller gegennull gehenl•a�t, als der Nenner Richtung unendlich
anw•achst. Angepasstauf das federzentrierte Koordinatensystem ergibt sich:

 (t; r; #; ' ) =
�

1 � h
2

� s

Y(t; h; #; ' ); r 2 =
b
8

(1 + h); h � [� 1; 1]: (3.30)

Alle Berechnungen deso�enen Feder-Hantel-Modells wurden mit s = 2 durchgef•uhrt.

3.2.5 Absch•atzung des Wertebereiches von b

Die durch das Federhantelmodell abgebildeten physikalischen Eigenschaften werden dabei
wesentlich von der Wahl der dimensionslosenFederl•angebeein
usst. Herr chen und •Ottin-
ger [37] zeigen,dassdie dimensionsloseFederl•ange aus der Anzahl der Kohlensto�atome
Nc der Polymerhauptkette abgesch•atzt werden kann mit

b �
Nc

� 2 : (3.31)

Dabei bezeichnet � einensterischen Faktor, der z.B. f •ur Polyethylen und Polystyrol etwa den
Wert zwei annimmt. Daraus ergibt sich f•ur Molek•ule mit einer Anzahl von 50-1000Kohlen-
sto�atomen in der Hauptkette ein physikalischer Wertebereich von b � 15 � 250. F •ur gro�e
Werte von b n•ahert sich das o�ene Feder-Hantel Modell im makroskopisch beobachtbaren
Sto�v erhalten (Spannungstensor bzw. der Viskosit•at) dem Verhalten eines Feder-Hantel-
Modells mit ungebrenzt dehnbaren, Hookeschen Federn bzw. dem Oldroyd-B Modell an.
Bird et al. [38] zeigenf•ur L•osungenvon Poly-� -Methylstyrol mit unterschiedlichen Molmas-
sen und analytischen Berechnungen des o�enen Feder-Hantel-Modells f •ur kleine Scherge-
schwindigkeiten eine gute •Ubereinstimmung f•ur die experimentellen und berechneten Werte
der Viskosit•at f•ur b zwischen 10 und 100.Quinzani et al. [39] zeigen,dassf•ur ein geschlosse-
nesFeder-Hantel Modell Parameters•atze gefundenwerdenk•onnen,die sowohl f•ur die Schub-
spannung als auch die erste Normalspannungsdi�erenz einer L•osung von Polyisobuten in
Tetradekan in rheometrischen Untersuchungen in oszillierenderScherung mit kleiner Defor-
mationsamplitude, station•arer Scherstr•omung, und im Anlauf- und Relaxationsverhalten in
instation•arer Scherung gute •Ubereinstimmungen zwischen experimentellen Ergebnissenund
dem Modellverhalten liefern. Die Werte f•ur das Quadrat der dimensionslosenmaximalen
Federl•ange b liegen dabei ebenfalls in dem von Herr chen , •Ottinger und Bird et al.
angegebenen,physikalisch sinnvollen Wertebereich.

Im Folgendenwird der Kon�gurationstensor alsmittleres zweitesMoment desOrientierungs-
vektors de�niert mit:

A = hqqi ;
p

tr A =
p

hjqj2i ; (3.32)

wobei die Wurzel aus der Spur von A als mittlere Federl•ange verwendet wird. Eine Alter-
native f•ur die Berechnung der mittleren Federl•ange w•are mit qm = hjqji m•oglich. Obige
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3. Mikro-Makro-Mo delle f•ur Polymerl•osungen

De�nition wird verwendet, um sowohl f•ur daso�ene FENE-Modell als auch f•ur die geschlos-
senenFeder-Hantel-Modelle die gleiche skalare Gr•o�e f•ur die mittlere Federl•angeverwenden
zu k•onnen.

3.3 GeschlosseneFeder-Hantel Mo delle

F•ur die Berechnung makroskopischer Str•omungsvorg•angeist daso�ene Feder-Hantel Modell
aufgrund deshohen Rechenbedarfs bisher noch unpraktik abel. In jedem diskreten, physika-
lischen Raumpunkt muss die Fokker-Planck-Gleichung gel•ost werden und der Spannungs-
tensor durch numerische Integration aus der Kramers-Gleichung bestimmt werden. Auch
stochastische Methoden f•ur o�ene Feder-Hantel-Modelle sind nicht ausreichend praktik a-
bel f•ur die Berechnung technischer Str•omungen. Daher wurden durch die Einf •uhrung von
Schlie�ungsans•atzen geschlosseneFeder-Hantel Modelle entwickelt. F•ur die Berechnung des
polymeren Spannungstensorsmussdann lediglich ein geschlossenesDi�eren tialgleichungssy-
stem f•ur den mittleren Kon�gurationstensor A gel•ost werden. Da nach wie vor Informatio-
nen •uber einenmittleren Orientierungs- und L•angenzustandder Polymermolek•ule berechnet
werden k•onnen,sind die geschlossenenFeder-Hantel Modelle im Ma�stab der Betrachtungs-
und Informationsebene zwischen dem o�enen FENE-Modell und kontinuumsmechanischen
Modellen anzusiedeln.GeschlosseneFeder-Hantel Modelle werden durch eine Approxima-
tionen der Verteilungsfunktion bzw. durch Beschr•ankung auf einen kanonischen Unterraum
erhalten. Zun•achst wird eine Entkopplung in eine L•angen-und Orientierungsverteilung vor-
genommen:

 (q) =  q(jqj)  u(u ) ; (3.33)

wobei u = q
jqj der normierte Orientierungsvektor ist. Durch eineApproximation der L •angen-

verteilung, die Multiplik ation der FP-Gleichung mit dem tensor qq und Mittelung •uber den
Kon�gurationsraum kann schlie�lic h ein geschlossenesDi�eren tialgleichungssystemf •ur den
Kon�gurationstensor A = qq erhalten werden. Grundprinzipien der Approximation von
Verteilungsfunktionen in kanonischen Unterr •aumen �nden sich in [40,41].

Neben dem mittleren Kon�gurationstensor wird f•ur geschlosseneFeder-Hantel-Modelle eine
weitere mittlere Zustandsgr•o�e ben•otigt und mit B ein weiteresMoment desOrientierungs-
vektors eingef•uhrt:

B = h(q � q)2i : (3.34)

Auf eine ausf•uhrliche Herleitung geschlossenerFeder-Hantel-Modelle wird an dieser Stelle
verzichtet und lediglich die Berechnungsgleichungen und wichtigsten Schlie�ungsannahmen
dargestellt. Eine ausf•uhrliche Herleitung �ndet sich auf jeder besserenBr •otchent •ute.

3.3.1 FENE-P Mo dell

DasbekanntestegeschlosseneFeder-Hantel-Modell ist dasPeterlin-Modell (FENE-P) [42,43].
ZugrundeliegendeAnnahme f•ur die L•angeverteilung ist ein Dirac-Impuls, d.h. alle Federn
besitzendie gleiche L•ange.

%� = jqj2  q(jqj) = � � (jqj) : (3.35)
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Abbildung 3.5: Kanonische Verteilungsfunktion desFENE-P Modells

� � (jqj) bezeichnet die Dirac-Distribution lokalisiert an der Stelle jqj = � . In der Federkraft
wird der Kon�gurationsv ektor im nennerdurch den mittleren Vektor hqi ersetzt und esfolgt:

F (q) =
q

1 �
hq2i

b

: (3.36)

Die Federl•ange wird dadurch nur im Mittel •uber alle Molek•ule auf eine endliche L•ange
begrenzt. Damit erh•alt man schlie�lic h eine geschlosseneDi�eren tialgleichung f •ur den Kon-
�gurationstensor mit:

@A
@t

+ (v � r )A � L � A � A � L T = � � h(tr( A ))A ;

h(tr (A )) =
1

1 �
tr( A )

b

; (3.37)

)
O
A = � � h(tr (A ))A : (3.38)

Aus der Kramers-Gleichung erh•alt man den Spannungstensormit:

Sp = h(tr (A ))A � � : (3.39)

F•ur die station•are Scherstr•omung kann Gl. (3.38) analytisch gel•ost werden und der Span-
nungstensorbzw. die viskosimetrischen Funktionen sind im Anhang A.1 gegeben. Die Gleich-
gewichtskon�guration mit S = 0 kann f•ur das FENE-P Modell analytisch berechnet werden
mit:

A ii =
b

b+ 3
; A ij = 0 f•ur i 6= j; lim

b!1
tr (A eq) = 3: (3.40)

3.3.2 FENE-CR Mo dell

Eine wichtige Sto�klasse f•ur die experimentelle Untersuchung desEin
usses elastischer Fluid-
eigenschaften sind die sogenannten Boger -Fluide. Diese besitzen eine nahezu konstante
Scherviskosit•at, so dassder Ein
uss der Elastizit •at losgel•ost von scherentz•ahendenEigen-
schaften untersucht werden kann [44,45]. Dadurch motiviert wurde mit dem FENE-CR
Modell von Chilcott und Rallison ein Modell eingef•uhrt, welchesf•ur einePolymerl•osung
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3. Mikro-Makro-Mo delle f•ur Polymerl•osungen

ebenfalls elastische Eigenschaften ohne Scherentz•ahung liefert [46]. Die zu l•osendenGlei-
chungen lauten:

@A
@t

+ (v � r )A � L � A � A � L T = h(tr( A ))( � � A );

)
O
A = h(tr (A ))( � � A ); (3.41)

Sp = h(tr (A ))( A � � ): (3.42)

Dabei ist h(tr A ) entsprechend Gl. (3.37) de�niert.

3.3.3 FENE-L Mo dell

Im FENE-L Modell wird die komplexe Form der Verteilungsfunktion durch einen Dirac-
Impuls und einenRechteck-Anteil approximiert [41]. Sowohl die Position desDirac-Impulses
und die H•ohe desRechteckanteils k•onnen sich dabei im Anlaufverhalten einer instation •aren
Berechnung •andern und sind bei Kenntnis von � und � eindeutig bestimmt (vgl. Abb. 3.6).

PSfrag replacements
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Abbildung 3.6: Kanonische Verteilungsfunktion desFENE-L Modells

%(jqj) = jqj2  q(jqj) =
1 � �

�
(1 � H � (jqj)) + � � � (jqj) : (3.43)

F•ur das FENE-L Modell lassensich folgendeDi�eren tialgleichungen herleiten:

DA
Dt

= � + L � A + A � L T �
AC

tr A
A ; (3.44)

DB
Dt

= 10tr A + 4
B

tr A
L : A � 2B C : (3.45)

Mit

AC =
� � 2

1 �
� 2

b

+ (1 � � )b

 p
b

2�
ln

 p
b+ �

p
b� �

!

� 1

!

; (3.46)

und

B C =
� � 4

1 �
� 2

b

+ (1 � � )b2

 p
b

2�
ln

 p
b+ �

p
b� �

!

� 1 �
� 2

3b

!

(3.47)
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3.3. GeschlosseneFeder-Hantel Modelle

ist das Di�eren tialgleichungssystemgeschlossen.Die f •ur die approximierte Verteilungsfunk-
tion charakteristischen Gr•o�en � und � werden berechnet mit:

� 2 =
5B

3tr A +
p

9(tr A )2 � 5B
; (3.48)

� =
9(tr A )2 � 5B +

p
(9(tr A )2 � 5B )9(tr A )2

10B
: (3.49)

Damit die Werte f•ur � und � im Raum der zul•assigenWerte bleiben, folgt als zus•atzliche
Randbedingung, dass B < 9

5(tr A )2. Diese Randbedingung liefert schlie�lic h nach einigen
Umformungen die Schlie�ungsgleichungen (3.46) und (3.47).

Im Folgenden werden die viskosimetrischen Funktionen bzw. rheologischen Eigenschaften
der Modelle in einfacher Scherung und Dehnung diskutiert. F•ur die Anpassungder Modelle
an experimentelle Untersuchungen bzw. reale Fluide sollte sowohl die Viskosit•atskurve in
station•arer Scherung, das Anlaufverhalten im Spannversuch, sowie die Dehneigenschaften
untersucht werden.

3.3.4 Orientierungsellipsoid/-ellipse

Als ein mittleres Orientierungsma� wurde der Kon�gurationstensor A eingef•uhrt. •Uber die
Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren kann ausdemKon�gurationstensor ein Orien-
tierungsellipsoid bestimmt werden. Die Orientierung der Ellipsoidachsenim Raum ist durch
die Eigenvektoren gegeben, deren L•ange durch die Eigenwerte. Im Gleichgewichtszustand
sind die Eigenwerte alle gleich gro� und der von den Federhanteln eingenommeneKon�-
gurationsraum ist eine Kugel. Bei Scherung oder Dehnung in einer Str •omung erfolgt eine
Ausrichtung der Molek•ule entlang der Str•omungsrichtung und mit zunehmenderScher- oder
Dehngeschwindigkeit werden die Molek•ule st•arker entlang einer einzigenRaumrichtung ori-
entiert und langgestreckt. Der kugelf•ormige Orientierungszustandverzerrt sich zu einem El-
lipsoid. Die L•osungder Fokker-Planck-Gleichung wird vollst•andig dreidimensionalberechnet.
Die station•are Scherung und die oszillierendeScherung sind zweidimensionaleStr •omungen
und der Ein
uss der Str•omungsparameterauf die Verteilungsfunktion in #-Richtung ist nicht
weiter diskussionsw•urdig. Zur Vereinfachung wird daher anstelle des dreidimensionalenEl-
lipsoiden eine zweidimensionaleEllipse mit zugeh•origen charakteristischen skalaren Geome-
triegr•o�en diskutiert. In Abbildung 3.7 ist der Kon�gurationsraum im Gleichgewichtszustand
und eine entsprechend zweidimensionaleOrientierungellipse dargestellt. F •ur die zweidimen-
sionaleEllipse wird mit ' x der von der x-Achseund der gr•o�eren Hauptachseeingeschlossene
Winkel als Hauptorientierungswinkel de�niert. Entsprechend bezeichnet ' y den mit der y-
Achse eingeschlossenenWinkel der Hauptachse. Die Halbachsen der Ellipse werden mit l a

und lb bezeichnet. F•ur denSonderfallder vollst•andigenAusrichtung aller Federhanteln in eine
einzigeRaumrichtung reduziert sich der durch A aufgespannte Kon�gurationsraum zu einer
Linie. Obwohl geschlosseneFeder-Hantel Modelleschon mehrfach Gegenstandwissenschaftli-
cher Arb eiten waren,beschr•ankte sich die Diskussionder Modell-Eigenschaften bisher auf die
Komponenten desSpannungstensorsund die mittlere Federl•ange[37,41,47] und der zus•atzli-
che Informationsgehalt dieserModelle •uber denOrientierungszustandwurde nicht diskutiert.
DieseDiskussionwird vervollst•andigt durch die Kenngr•o�en der Orientierungsellipsen(z. B.
durch das Verh•altnis la=lb als Ma� f•ur die Breite der Orientierungsverteilungsfunktion) der
Molek•ulkon�guration.
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Abbildung 3.7: Orientierungsellipse,aufgespannt durch die Eigenrichtungen von A

3.3.5 GeschlosseneFENE-Mo delle: einfache Scherung

Die Weissenbergzahl wird de�niert als das Produkt aus der Fluidrelaxationszeit und der
Schergeschwindigkeit We = � _
 . In Abbildung 3.8 dargestellt ist die Polymerviskosit•at � p,
d.h. die Viskosit•at der Matrix
 •ussigkeit muss f•ur die Gesamtviskosit•at superponiert wer-
den, um eine •Ubereinstimmung der Scherviskosit•atskurve zu Experimenten herstellen zu
k•onnen. Die beiden Modelle FENE-L und FENE-P erzeugenscherentz•ahendesFlie�v erhal-
ten mit einem newtonschen Plateau bei niedrigen Scherraten. Eine Erh •ohung der maxi-
malen Federl•ange b verschiebt die Viskosit•atskurve, so dass das newtonsche Plateau bei
h•oherenScherraten in den scherentz•ahendenBereich •ubergeht. Scherentz•ahendesVerhalten
wird durch eine st•arkere Orientierung der Molek•ule in Str•omungsrichtung hervorgerufen.
Der Vergleich der unterschiedlichen geschlossenenModelle untereinander (mit Ausnahme
des FENE-CR-Mo dells) bei gleichem b zeigt in der station•aren Scherstr•omung eine hohe
•Ubereinstimmung der Viskosit•atskurven miteinander. InsbesondereFENE-L und FENE-P
liefern sehr •ahnliche Ergebnisse.Exemplarisch dargestellt ist der Vergleich der Modelle mit-
einander f•ur b = 50 in Abbildung 3.8. Ebenfalls berechnet wurden die Scherviskosit•aten
desFENE-P2 und FENE-LS [47] Modells, die aber nicht im Detail diskutiert werden. Eine
ausf•uhrliche Parameterstudie aller Modelle �ndet sich in [48].

Eine wichtige Gr•o�e zur Charakterisierung der elastischen Eigenschaften ist die erste
Normalspannungsdi�erenz bzw. der erste Normalspannungskoe�zien t mit der De�nition
N1 =  1( _
 ) _
 2. Eine h•ohere maximale Federl•ange bewirkt eine Verschiebung der Kurv en
in doppelt-logarithmischer Auftragung und es zeigensich auch die rein elastischen Eigen-
schaften desFENE-CR-Mo dells (vgl. Abbildung 3.9).

Betrachtet man ausschlie�lic h die station•are Scherstr•omung, k•onnte man grunds•atzlich auf
eine sehr gro�e •Ahnlichkeit der unterschiedlichen Modelle schlie�en. In der instation •aren
Scherung zeigt sich im Spann-Relaxationsversuch, dassdie Modelle (FENE-P und FENE-L)
teilweisestark unterschiedliche zeitliche Spannungsverl•aufe besitzen.Es wird deutlich, dass
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Abbildung 3.8: Scherviskosit•at, links: FENE-L, rechts: verschiedeneModelle mit b = 50,
FENE-LS mit R2 = 5
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Abbildung 3.9: Erster Normalspannungskoe�zien t, links: FENE-L, rechts: verschiedene
Modelle mit b = 50, FENE-LS mit R2 = 5

f•ur eine ausreichend aussagekr•aftige rheologische Charakterisierung der Fluide und insbe-
sonderef•ur die Anpassung der Modelle an die experimentellen Ergebnissesowohl die sta-
tion•are Scherung als auch das instation•are Spann-Relaxationsverhalten betrachtet werden
muss. Eine •ubliche Auftragung, die schnell Aufschluss •uber unterschiedliches instation•ares
Modellverhalten liefert, ist die Auftragung der Spannungskomponenten •uber der Spur des
Kon�gurationstensors oder der mittleren Federl•ange. Dabei zeigt sich, dass die Spannun-
gen keine eindeutige Funktion der mittleren Federl•ange sind, sondern durch die Deforma-
tionsgeschichte beein
usst sind. Der Spannversuch wurde ausgehendvon einem Gleichge-
wichtszustand gestartet. Die Relaxation aus einem scherorientierten Molek•ulzustand liefert
dann Zust•ande, wo bei gleicher makroskopischer Spannung unterschiedliche mittlere Mo-
lek•ull •angenvorhandenseink•onnen.Aufgrund dieserBeobachtung einesHysterese-Verhaltens
im Spann-Relaxationsversuch wird deutlich, dassdie makroskopisch messbarenGr •o�en des
Spannungszustandesu.U. keineneindeutigenKon�gurationszustand der Molek•ule de�nieren.
Exemplarisch dargestellt ist diesesHysterese-Verhalten f •ur die instation•are Dehnstr•omung
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in Abschnitt 3.4.

Die Betrachtung des Orientierunswinkels ' x zeigt, dass das FENE-L und -P Modell eine
sehr gro�e •Ubereinstimmung f•ur ' x (We) liefern. In Abbildung 3.10 sind die Ergebnissedes
mittleren Haupt-Orientierungswinkelsund tr A mit zunehmenderSchergeschwindigkeit bzw.
Weissenberg-Zahldargestellt. F•ur We> 1 ist der vom FENE-CR Modell vorhergesagteOrien-
tierungswinkel kleiner, als f•ur FENE-L und -P, d.h. die Feder-Hanteln werden weniger stark
in die Str•omungsrichtung ausgerichtet. Mit steigendemb verschiebt sich die Grenzeder zu-
nehmendenModellabweichung in ' x (We) zu h•oherenWeissenberg-Zahlen,d.h. bei geringen
maximalen Federl•angen (b < 20) wird das scherentz•ahendeVerhalten wesentlich durch die
Orientierbarkeit der Federhanteln gepr•agt. F•ur kleine Werte von b zeigendie unterschiedli-
che Modelle starke Unterschiedein der mittleren Federl•angebzw. tr A , die mit zunehmender
Weissenbergzahl kleiner werden. Da das Di�eren tialgleichungssystemdesFENE-CR Model-
lesrein ph•anomenologisch motiviert ist, k•onnendie Modellunterschiedeebenfallsnur ph•ano-
menologisch in Relation zum scherentz•ahendenVerhalten diskutiert werden.Scherenzt•ahen-
des Verhalten wird durch zwei Faktoren gepr•agt. Eine Orientierung der Molek•ule und das
Entkn •aulen der Makromolek•ule bzw. ein Langstrecken der Federhanteln. Aus Abb. 3.10wird
deutlich, dassdie Abweichungen in den Viskosit•atskurven bzw. das scherentz•ahendeFlie�-
verhalten haupts•achlich durch die Orientierbarkeit der Feder-Hanteln gepr•agt wird, da sich
die unterschiedlichen Federl•angenbei niedrigenWeissenbergzahlennicht in unterschiedlichen
Viskosit•aten widerspiegeln.

In Abbildung 3.11 ist f•ur das FENE-L Modell die mit b normierte Spur von A in Abh•angig-
keit der Weissenberg-Zahl dargestellt. Mit zunehmenderWeissenberg-Zahl ist lediglich f •ur
b = 1000eine signi�k ante Abweichung desasypmtotischen Anwachsensder mittleren L •ange
gegen•uber b = 4 � 100 feststellbar.
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Die Darstellung der Orientierungsellipsenf•ur verschiedeneWerte von bund We-Zahlen(Abb.
3.12, Abb. 3.13 und Abb. 3.14) zeigt mit zunehmendermaximaler Federl•ange, dassh•ohere
Weissenberg-Zahlenf•ur die vollst•andigeAusrichtung in eineRaumrichtung ben•otigt werden.
Ausgehendvom Gleichgewichtszustand wird die Orientierungsellipsegr•o�er und 
ac her, d.h.
dasL•angenverh•altnis der beidenHauptachsennimmt zu. Unterscheidensich b = 4 und b = 50
bei We=1 noch deutlich in der Form der Orientierungsellipse und n•ahern sich b = 50 und
b = 100 im Kon�gurationszustand in de Ellipsenform einander an.
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Abbildung 3.13: Station•are Scherstr•omung, OrientierungsellipsenFENE-L, b = 50
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Abbildung 3.14: Station•are Scherstr•omung, OrientierungsellipsenFENE-L, b = 100
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In Abbildung 3.15 zeigt die doppeltlogarithmische Auftragung des L•angenverh•altnissesder
beiden Halbachsen der Orientierungsellipse ein nichtlineares Anwachsen der Hauptach-
senl•ange (la) gegen•uber der L•ange der Nebenachse (lb) und somit eine zunehmendengere
Orientierungsverteilung mit zunehmenderWeissenberg-Zahl und steigendermaximaler Fe-
derl•ange.Abbildung 3.16verdeutlicht, dassdie bessereOrientierbarkeit der Molek•ule in einer
engerenOrientierunsgverteilung und somit in einemgr•o�eren Verh•altnis la=lb resultiert. Ge-
gen•uber dem FENE-P und -L Modell bleibendie Feder-Hanteln im FENE-CR Modell st•arker
in unterschiedliche Raumrichtungen orientiert und auch die L•angenverteilung ist bei gro�en
Weissenberg-ZahlenWe> 1 breiter als bei FENE-L und -P. Dar•uberhinaus hat sich gezeigt,
dassdie Funktion lb(We) nicht nennenswert von der maximalen Federl•angeabh•angt.
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Abbildung 3.16: Station•are Scherung: Verh•altnis der Hauptachsenl•angen der Orientie-
rungsellipsela=lb, links: b = 4, rechts: b = 100

Einerseits m•ussenAnpassungender rheologischen Modelle an experimentelle Beobachtun-
gen ausreichend abgesichert werden, indem auch die Richtigkeit der Vorhersageder Mo-
lek•ulstruktur •uberpr•uft wird. Dies erfordert erheblichen experimentellen Aufwand (z. B.
durch Neutronen-Kleinwinkelstreuung), ist aber m•oglich. Mit einemvertrauensw•urdigen Mo-
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dellparametersatzkann mit Mikro-Makro-Mo dellen schlie�lic h in makroskopischen Str •omun-
gen der Ein
uss der Str•omung auf die Mikrostruktur qualitativ untersucht und vorher-
gesagt werden. Der hohe Informationsgehalt von Mikro-Makro-Mo dellen bei numerischen
Str•omungsberechnungen nicht-newtonscher Fluide wird bereits in dieseneinfachen rheome-
trischen Str•omungen deutlich. In mehreren Arb eiten konnte durch Spann- Relaxationsver-
suche und die experimentelle Bestimmung der viskosimetrischen Funktionen gezeigt wer-
den, dassdasFENE-P Modell Das Flie�v erhalten realer Fluide (z. B. Polyisobutylen-L•osun-
gen) abbilden kann [49], [39]. Nach wie vor experimentell unbest•atigt bleibt die theore-
tische Modellvorhersagedes Kon�gurationszustandes in Scherstr•omungen. Mit zunehmen-
dem inhaltlic hen Gewicht werdenMikro-Makro-Mo delle auch in aktuellen wissenschaftlichen
Fachb•uchern diskutiert [50], so dassdieserAspekt trotz deshohen experimentellen Aufwan-
desweiter erforscht wird.

3.3.6 GeschlosseneFENE-Mo delle: uniaxiale Dehnung

Neben der station•aren Scherstr•omung numerisch leicht zu berechnen ist die uniaxiale Dehn-
str•omung. Die experimentelle Bestimmung der Dehnviskosit•at hijgegen wird insbesondere
bei hohen Dehnraten zunehmend schwieriger. Nichts desto trotz ist die station•are Dehn-
str•omung bzw. die Messungder Dehnviskosit•at in Abh•angigkeit der Dehnrate _� ein Stan-
dardexperiment zur umfassendenrheologischen Charakterisierung nicht-newtonscher Fluide.
In Abb. 3.17 ist die Dehnviskosit•at in Abh•angigkeit der dimensionslosenDehngeschwindig-
keit We = _�� aufgetragen. Mit zunehmenderdimensionloserDehngeschwindigkeit zeigen
die Modelle die f•ur Polymerl•osungentypische Dehnverfestigung, welche aus der begrenzten
Dehnbarkeit der Molek•ule resultiert. Ein Oldroyd-B Modell lieferte aufgrund des linearen
Federkraft-Gesetzeseine unbegrenzteDehnbarkeit, worin die wesentliche Schw•ache dieses
Modelltyps begr•undet liegt.
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Abbildung 3.17: Uniaxiale Dehnstr•omung, Dehnviskosit•at, links: FENE-L, rechts Modell-
vergleich f•ur b = 50

Abbildung 3.18 zeigt, dassdie Unterschiede in der vorhergesagtenmittleren Molek•ull •ange
bei niedrigen Dehnraten zwischen den unterschiedlichen Modellen gravierend ist, f •ur h•ohere
Dehnraten We > 10 geringer wird und sich asymptotisch dem Grenzwert der maximalen
Federl•angen•ahert.
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Abbildung 3.18: Station•are uniaxiale Dehnung, Modellvergleich, tr A

Entsprechend Abb. 3.19 zeigen die Federhanteln mit einer zunehmendenmaximalen Fe-
derl•angebei gleicher Dehnrate eine bessereOrientierbarkeit und somit ein gr•o�eres Verh•alt-
nis von la=lb. FENE-L und FENE-P zeigenin Abb. 3.20 nur unwesentliche Unterschiede in
der Dehncharakteristik bzw. auch in der Breite der Orientierungsellipse.

Die Orientierungsellipsender station•arenuniaxialen Dehnstr•omung zeigenf•ur b = 100bereits
f•ur We = 1 eine vollst•andige Ausrichtung der HauptachsedesOrientierungsellipsoidsin der
Dehnrichtung, so dass f•ur h•ohere Dehnraten nur noch die mittlere Federl•ange zunimmt
und die Breite der Orientierungsverteilung abnimmt (sieheAbb. 3.21). Schwerpunkt dieser
Arb eit ist weiterhin die oszillierendeScherung mit gro�er Deformationsamplitude mit dem
Vergleich des o�enen und der geschlossenenModelle miteinander, so dassf •ur die uniaxiale
Dehnstr•omung und die vorangegangenenAusf•uhrungen zur station•aren Scherung lediglich
die in der Literatur bisher nicht diskutierten charakteristischen Gr•o�en zur Beschreibung des
Kon�gurationszustandes gezeigtund erg•anzt wurden.
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3.4 Hytereseverhalten in Dehn-/Relaxationsversuchen

Um den Ein
uss des mikrostrukturellen Orientierungszustandesauf den makroskopischen
Spannungszustandweitergehendzu charakterisieren, wird das Anlauf- und Relaxationsver-
halten in der uniaxialen Dehnstr•omung f•ur das o�ene FENE-Modell untersucht. Gibt man
f•ur die Dehngeschwindigkeit ausgehendvon einem Ruhezustand des Fluids eine sprungar-
tige Beanspruchung vor bis der station•are Zustand erreicht wird und beobachtet dann das
Spannungsrelaxationsverhalten, zeigt sich ein charakteristisches Hystereseverhalten in der
Funktion Sij = f (tr A ). Es l•asst sich beobachten, dass die Spannungen keine eindeutige
Funktion der mittleren Federl•ange sind. In Abbildung 3.22 ist u.a. die erste Normalspan-
nungsdi�erenz als Funktion von tr A dargestellt f •ur b = 20 und mit der Dehngeschwindigkeit
_� = 1 1/s. Bei gleicher mittlerer Federl•ange werden unterschiedliche Werte der ersten Nor-
malspannungsdi�erenz erreicht. Begr•undet ist diesesVerhalten durch die Tatsache, dassdie
L•angenverteilungsfunktion der Molek•ule trotz gleicher mittlerer L•angeim Anlauf- und Rela-
xationsverhalten unterschiedliche Formen annimmt (Abbildung 3.23). Als Schlussfolgerung
kann festgehalten werden, dass die Deformationsgeschichte den mikrostrukturellen Orien-
tierungszustand beein
usst und sich daraus ergebendeunterschiedliche Spannungszust•ande
allein mit mittleren Orientierungsgr•o�en nicht ausreichend beschreiben lassen.Aus expe-
rimenteller Sicht bedeutet dies, dass das spannungsoptische Gesetz in diesem Fall keine
G•ultigk eit besitzt [51]. Das spannungsoptische Gesetz nimmt einen eindeutigen, linearen
Zusammenhangzwischen der Schubspannung und der Str•omungsdoppelbrechung durch das
Fluid an. Somit wird jedem Spannungszustand ein eindeutiger Orientierungszustand zu-
geordnet. Die numerischen Str•omungsberechnungen zeigen jedoch, dass dieser eindeutige
Zusammenhangf•ur Feder-Hantel-Modelle nicht g•ultig ist. F•ur Polymerl•osungen,die durch
Feder-Hantel-Modelle abgebildet werdenk•onnen,stellen numerische Berechnungendaher ei-
ne M•oglichkeit dar, mit der Verteilungsfunktion Informationen •uber den mikrostrukturellen
Orientierungszustand zu erhalten, die experimentell wenig bis gar nicht zug•anglich sind.
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3.5 Zusammenfassung

F•ur das o�ene Feder-Hantel-Modell konnte der Kon�gurationsraum durch die Verwendung
einesfedermittenzentrierten Koordinatensystemsgegen•uber dem konventionellen kugelzen-
trierten Koordinatensystemverkleinert werden.Die VerschiebungdesKoordinatensystemsin
den Federmittelpunkt verringert die Zellenanzahl in der Diskretisierung der Fokker-Planck-
Gleichung bei gleicher Gitterau
 •osungim Vergleich zum kugelzentrierten Koordinatensystem
um den Faktor vier. Damit wurde die ben•otigte Rechenzeit f•ur die numerische L•osung der
FP-Gleichung mit Finiten-Di�erenzen deutlich reduziert und die Berechnung oszillierender
Scherstr•omungen mit geringenFrequenzenerm•oglicht.

Nebendenviskosimetrischen Funktionen wurden f•ur die geschlossenenModelle in station•arer
Scherstr•omung und uniaxialer Dehnstr•omung einige wichtige Gr•o�en f•ur die Charakterisie-
rung des Orientierungszustandeseingef•uhrt und diskutiert. F•ur den Kon�gurationstensor
zweiter Stufe kann mit Hilfe der Eigenwerte und -vektoren ein Orientierungsellipsoid (bzw.
wird eine zweidimensionaleEllipse diskutiert) aufgespannt werden, der Aussagen•uber den
Grad der Orientierung und einen Hauptorientierungswinkel erm•oglicht. Zusammenfassend
wurde festgestellt, dass mit steigender Scher- und Dehngeschwindigkeit die mittlere Fe-
derl•angezunimmt und sich aufgrund desnichtlinearen Federkraftgesetzesasymptotisch der
maximal m•oglichen L•angen•ahert. In der Scherstr•omung nimmt die Ausrichtung der Feder-
hanteln in Str•omungsrichtung mit zunehmenderSchergeschwindigkeit zu und das Verh•alt-
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nis der l•angeren zur k•urzeren Ellipsoidhalbachse steigt ebenfalls an, bis im Grenzfall ei-
ne vollst•andige Ausrichtung erreicht wird. In der Dehnstr•omung ist die Orientierungsellip-
se ausgehendvom Gleichgewichtszustand bei allen Dehnraten im station•aren Zustand in
Str•omungsrichtung orientiert. Bei geringer dimensionslosermaximaler Federl•ange b = 4 ist
die durch das FENE-P Modell vorhergesagtemittlere Federl•ange im betrachteten Bereich
der dimensionslosenSchergeschwindigkeit (Weissenberg-Zahl) von 10� 2 bis 200 gr•o�er als
die desFENE-L Modells. Mit zunehmendemb werden die Modellunterschiede desFENE-L
und -P Models f•ur den Hauptorientierungswinkel und die mittlere L•ange geringer. Obwohl
das FENE-CR Modell eine scherratenunabh•angige Viskosit•at besitzt, ist der Hauptorien-
tierungswinkel und die mittlere Federl•ange in der station•aren Scherstr•omung f•ur b > 20
den Charakteristiken des FENE-L und -P Modells •ahnlich. Das Verh•altnis der mit dem
FENE-CR Modell berechneten Ellipsenhalbachsenhingegenunterscheidet sich beispielswei-
se f•ur b = 100 und We = 10 deutlich von den Ergebnissenvon FENE-L und -P und ist
jeweils geringer. Insgesamt konnte gezeigt werden, dass f •ur die vollst•andige Charakterisie-
rung einesmittleren Orientierungszustandesmindestensdrei typische Gr •o�en ausgewertet
und diskutiert werdenm•ussen,n•amlich die Spur desKon�gurationstensors, der Hauptorien-
tierungswinkel der Orientierungsellipse, sowie das L•angenverh•altnis der Ellipsenhalbachsen
als Ma� f•ur die Breite der Orientierungsverteilung. Diese Gr•o�en werden im Ergebnisteil
der oszillierenden Scherung f•ur den Vergleich des o�enen und der geschlossenenModelle
diskutiert.
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4 Numerische Metho den der
Feder-Hantel-Mo delle

Verantwortlich ist man nicht nur f•ur das,
was man tut, sondern auch f•ur das, was
man nicht tut.
Laotse

Da in dieser Arb eit viskosimetrische Str•omungen von Polymerl•osungemberechnet werden,
wird dasGeschwindigkeitsfeld bzw. der Geschwindigkeitsgadient als Funktion der Zeit vorge-
geben und die Fokker-Planck Gleichung ohne die Impulserhaltungsgleichungen gel•ost. Auch
bei experimentellen Untersuchungen basiert die Auswertung der Messergebnissef •ur rheo-
metrische Str•omungen auf der Annahme einer •ortlich konstanten Schergeschwindigkeit im
Messspalt,was insbesonderedurch Verwendung einer Kegel-Platte Geometrie oder f •ur eine
Couette-Geometriemit geringer Spaltweite realisiert werden kann. In einem sp•ateren Kapi-
tel wird f•ur geschlosseneMikro-Makro-Mo delle f•ur Fasersuspensionenauch eine gekoppel-
te Berechnung der Hydrodynamik und des Di�eren tialgleichungssystemsder rheologischen
Sto�gleichung diskutiert werden.Im Folgendensind die verwendetennumerischen Methoden
f•ur die L•osungder Fokker-Planck Gleichung dargestellt.

4.1 Diskretisierung der Fokker-Planck Gleichung

Ortsdiskretisierung Die Fokker-Planck Gleichung als lineareDi�eren tialgleichung f •ur  mit
nicht-konstanten Koe�zien ten wird mit der Finite-Di�erenzen-Metho de diskretisiert. F •ur die
Ortsdiskretisierung werdenzentrale Di�erenzen zweiter Ordnung und ein nicht •aquidistantes
Gitter verwendet. Die L•osung erfolgt im Kugelkooridnatensystem und es gilt mit x f •ur die
unterschiedlichen Raumrichtungen:

�
@�
@x

�

i
=

� i +1 � � i � 1

x i +1 � x i � 1
; (4.1)

�
@2�
@x2

�

i
=

� i +1 (x i � x i � 1) + � i � 1(x i +1 � x i ) � � i (x i +1 � x i � 1)
x i +1 � x i � 1

: (4.2)

Ebenfalls im Rahmen dieserArb eit programmiert wurden zentrale Di�erenzen vierter Ord-
nung mit einer Randdiskretisierung zweiter Ordnung mit R•uckw•arts- und Vorw•artsdi�eren-
zen.Bei den verwendetenRechengittern zeigtesich mit der Diskretisierung h•ohererOrdnung
keine nennenswerte Verbesserungder L•osungsgenauigkeit und Stabilit •at , so dassdieseim
Folgendenaufgrund der h•oherenRechenintensit•at nicht weiter verwendet wurden.
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4. Numerische Methoden der Feder-Hantel-Modelle

Zeitdiskretisierung Die Zeitdiskretisierung wurde aufgrund der guten Eigenschaften
bez•uglich Stabilit •at und Genauigkeit mit dem Crank-Nicolson Verfahren (zweiter Ordnung)
realisiert:

@�
@t

= F (�) ;

@�
@t

=
� n+1 � � n

� t
=

1
2

(F n+1 + F n ): (4.3)

Dabei bezeichnet n den letzten Zeitschritt und n + 1 den neuenZeitschritt.

Insbesonderef•ur Berechnungen mit gro�en •ortlichen Gradienten der Verteilungsfunktion  
ist zu erwarten, dassdie Finite-Di�erenzen Methode zu unphysikalischen Oszillationen neigt
und eine sorgf•altige Wahl der Gitterau
 •osung erfordert. Lozinski und Cha uvi �ere zeigen
u. a. in [12,13] einen numerischen Algorithm us mit Spektralverfahren, nur ist der Imple-
mentierungsaufwand dieser Methode als deutlich h•oher einzusch•atzen und die numerische
Stabilit •at nicht wesentlich besser,so dass im Rahmen dieser Arb eit eine Algorithm us mit
Finiten-Di�erenzen bevorzugt wird.

4.2 L•osung des linearen Gleichungssystems

Das lineare Gleichungssystemsder diskretisierten FP-Gleichung wird mit einem iterati-
ven L•oser der University of Notre Dame, Indiana, USA gel•ost. Dabei kommt ein ILU-
Vorkonditionierer und die QMR (

"
Quasi Minimal Residual\ ) Methode zum Einsatz1.

4.3 Numerische Integration

Neben der Berechnung der Verteilungsfunktion aus der L•osung der Di�eren tialgleichung
muss zus•atzlich die Normierungsbedingung

R
 (q; t)dq = 1 erf•ullt werden. Andernfalls ist

die Verteilungsfunktion durch die Randbedingungennicht eindeutig de�niert und die beiden
F•alle  (q; t) � ! 0 und  (q; t) � ! 1 werden beobachtet.

Nach der L•osungder DGL wird die unnormierte Verteilungsfunktion  0 numerisch •uber den
Kon�gurationsraum integriert und in jedem Gitterpunkt i durch den Wert des Integrals I
dividiert:

I  0 =
Z

 0(q; t) dq;  i =
 0

i

I  0
: (4.4)

Dar•uber hinaus erfordert die Berechnung der Komponenten desSpannungstensorsund des
Kon�gurationstensors eine numerische Integration •uber den Kon�gurationsraum. Diese In-
tegration kann vollst•andig im transformierten Koordinatensystem •uber h, # und ' anstatt
r , # und ' vorgenommenwerden. Mit einem

"
Platzhalter\ C f•ur den jeweiligen Integranden

(Komp onenten des Kon�gurations- und SpannungstensorsA ij ; Sij ) kann man im federzen-
trierten Koordinatensystemschreiben:

1 ITL Iterativ e Template Library http://osl.iu.edu/researc h/itl/, MTL The Matrix Template Library
http://www.osl.iu.edu/researc h/m tl/
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Z 2�

0

Z �

0

Z p
b=2

0
C (r; #; ' ) r 2 sin#dr d# d' =

Z 2�

0

Z �

0

Z 1

� 1
C

�
1 � h

2

� s

Y(h; #; ' )
b

16

r
b
8

(1 + h) sin#dh d# d'; (4.5)

r 2 =
b
8

(1 + h);
@r
@h

=
b
16

1
q

b
8(1 + h)

: (4.6)

Die Integrationsgrenzenin Gl. (4.5) bzw. die Gr•o�e des Rechengebietesh•angen im r; #; ' -
Koordinatensystemvon bab, sodassf•ur ein Gitter mit gleicher Zellengr•o�e mit zunehmender
maximaler Federl•ange mehr Gitterpunkte ben•otigt w•urden. Verwendet man die Transfor-
mation von  (r; #; ' ) nach Y(h; #; ' ) und f•uhrt alle numerischen Integrationen auf dem
h; #; ' -Gitter durch, sind die Intervall-/In tegrationsgrenzenmit h � [� 1; 1] unabh•angig von
der maximalen Federl•ange, so dassmit zunehmendemb ein festesRechengitter die gleiche
Genauigkeit der numerischen Integration liefert. In dieser Arb eit wird daher nicht nur die
FP-Gleichung f•ur Y anstatt  gel•ost, sonderndas Integral (4.5) numerisch ausgewertet. Die
Verteilungsfunktion  wird anschlie�end explizit mit Y berechnet. In der Diskussion der
Ergebnissewird die Darstellung der Verteilungsfunktion  bevorzugt, da diese anschauli-
cher diskutiert werden kann als Y . Ein auf den ersten Blick recht grob wirkendesGitter in
r -Richtung hat aus den oben genannten Gr •unden keineAuswirkung auf die Genauigkeit der
L•osung.

Quadraturfo rmeln Die numerische Integration wird mit der Methode der Quadraturfor-
meln nach Newton und Cotes durchgef•uhrt. Ausgewertet werden muss ein Riemann-
Integral der Form:

I (f ) =
Z b

a
f (x)dx: (4.7)

Die sogenannten Newton-Cotes Formeln ersetzenden Integranden f (x) durch ein Interpo-
lationspolynom. Das gesamte Integral wird dann durch die Aufsummierung der Teil
 •achen
zwischen den St•utzstellen desPolynoms berechnet. Im Rahmen dieserArb eit wird mit dem
Simpson-Verfahren ein Interpolationspolynom zweiten Gradesverwendet. F •ur ein nicht •aqui-
distantes Gitter ergibt sich das Teilintegral zwischen den St•utzstellen x1, x2 und x3 mit den
entsprechendenFunktionswerten f 1, f 2 und f 3 zu:

I (f ) i =
1
3

(f 1x2 � f 1x3 � x1f 2 + x1f 3 � f 3x2 + x3f 2)(x3
3 � x3

1)
x2

1x2 � x2
1x3 � x1x2

2 + x1x2
3 � x2

3x2 + x3x2
2

�
1
2

(x2
2f 1 � f 3x2

2 � f 2x2
1 � x2

3f 1 + f 2x2
3 + f 3x2

1)( � x2
1 + x2

3)
(x2 � x3)( � x2x1 + x2x3 + x2

1 � x3x1)

+
(f 3x2

1x2 � f 2x2
1x3 � x2

2x1f 3 + f 2x1x2
3 + x2

2f 1x3 � x2
3f 1x2)( � x1 + x3)

(x2 � x3)( � x2x1 + x2x3 + x2
1 � x3x1)

: (4.8)

Die Simpson-Quadraturformel wurde aufgrund ihrer Fehlerordnung vom Grad vier verwen-
det. Vergleichend wurde auch die Trapez-Formel (Fehlerordnung zwei) verwendet.Gegen•uber
Quadraturen vom Gau�-Legendre-Typ besitzt die Simpson-Formel den Vorteil, dassdasDis-
kretisierungsgitter f•ur die Auswertung der Integrale an den St•utzstellen verwendet werden
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4. Numerische Methoden der Feder-Hantel-Modelle

kann. Gau�-Legendre Polynome erfordern hingegen eine Berechnung von St•utzstellen der
Legendre-Polynome und es hat sich gezeigt, dass der zus•atzliche Rechenaufwand im Ver-
gleich mit dem Simpson-Verfahren nicht durch eine h•ohere Genauigkeit aufgewogen wird.
Das Diskretisierungsgitter mussf•ur eine stabile L•osungbereits so fein gew•ahlt werden, dass
die numerische Integration mit der Simpson-Formel ausreichend genauist. Die mehrdimen-
sionale Integration im Kon�gurationsraum wird durch die sukzessive Auswertung der Inte-
grationen in den einzelnenRaumrichtungen realisiert.

I h(#; ' ) =
Z 1

� 1
f (h)dh;

I #(' ) =
Z � =2

0
I h(#; ' ) sin2 #d#;

I ges =
Z 2�

0
I #(' )d': (4.9)

4.4 Validierung des FP-Algo rithmus

Die Validierung des Algorithm us zur L•osung der Fokker-Planck-Gleichung kann f•ur den
Gleichgewichtszustand und die station•are, uniaxiale Dehnung durch den Vergleich mit der
analytischen L•osungerfolgen.

4.4.1 Analytische Gleichgewichts-L•osung

Im Ruhezustand verschwinden Geschwindigkeitsgradienten und die Feder-Hanteln nehmen
eineGleichgewichtsverteilung ein, wobei dieseisotrop in #- und ' -Richtung ist. In r -Richtung
sind die L•angender Federhanteln anistorop verteilt. Im federzentrierten Koordinatensystem
erh•alt man die Gleichgewichtsl•osung mit:

L = 0;
D 
Dt

= 0;

) 0 = r q �
�

1
4�

F (qz)  eq +
1

8�
r q eq

�
;

) 0 = F (q)  eq + r q eq;

 eq(r ) = C
�

1 �
4r 2

b

� b
2

: (4.10)

Die Konstante C in Gl. (4.10) wird •uber die Normierungsbedingung (3.19) berechnet.

4.4.2 Analytische L•osung Dehnstr •omung

F•ur einestation•are Dehnstr•omung kann ebenfalls eineanalytische L•osungberechnet werden
[12]. Im federzentrierten Koordinatensystemgilt:

 elong(r; #; ' ) =
�

1 �
1
b

(4 r 2 sin2 # cos2 ' + 4r 2 sin2 # sin2 ' + 4r 2 cos2 #)
� b

2

: : :

: : : exp(� (4 L 11r 2 sin2 # cos2 ' + 4L 22r 2 sin2 # sin2 ' + 4L 33r 2 cos2 #)) :
(4.11)
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4.4. Validierung desFP-Algorithm us

F•ur den Fall einer uniaxialen Dehnung vereinfacht sich diesenach der Koordinatentransfor-
mation zu:

L ij = 0; i 6= j; L 11 = _"; L 22 = L 33 = �
1
2

_";

 elong(h; #; ' ) =
�

1 � h
2

� b
2

exp
�

�
1
4

�L 11 b(3 cos2 ' cos2 # � 3cos2 ' + 1)(1 + h))
�

:

(4.12)

4.4.3 Ergebnisvergleich numerische L•osung/analytische L•osungen

F•ur die Validierung der implementierten numerischen Methoden und derenGenauigkeit wur-
de die L•osungder Fokker-Planck Gleichung mit den analytisch berechneten Verteilungsfunk-
tionen im Gleichgewichtszustand und in der uniaxialen Dehnstr•omung verglichen. Es wurden
Gitter mit unterschiedlichen Gitterau
 •osungengeneriert (sieheTabelle. 4.1). In h-Richtung
wurde das Gitter zu den R•andern hin verfeinert, wobei der Gitterabstand f•ur r � ! 0 f•ur
einige Punkte •aquidistant festgesetztwurde. Aufgrund der Koordinatentransformationsvor-
schrift von h nach r w•urde sich sonsteinezu hoheGitterau
 •osungam inneren Rand ergeben.

Tabelle 4.1: Gitterau
 •osungen

� # = 0:0714; � ' = 0:076
M1: � h = 0:05 � 0:11 N = 62997 Nh = 23
M2: � h = 0:008� 0:063 N = 82087 Nh = 43

In Abbildung 4.1 sind die analytische Referenzl•osung und die Ergebnisseder Gitter M1
und M2 sowohl f•ur die Verteilungsfunktion  als auch die L•osung der transformierten Y
dargestellt. Die Verteilungsfunktion  und Y sind in #- und ' -Richtung isotrop. Abbil-
dung 4.2 zeigt die Ergebnissef•ur eine Dehngeschwindigkeit von _� = 2 1/s. In #-Richtung
ist  � 1 � 10� 5, in ' -Richtung liegen zwei Maxima vor. Dargestellt ist die L•angenver-
teilung f•ur # = � =2 und ' = 0. Der Vergleich der L•angenverteilungsfunktionen f•ur das
Gleichgewicht und die uniaxiale Dehnstr•omung verdeutlicht, dass eine gezielte Erh•ohung
der Gitterau
 •osungim Bereich hoher Gradienten f•ur die sp•atere Berechnung der oszillieren-
den Scherung nicht realisierbar ist, ohne den Abstand der Gitterzellen zeitlich zu •andern.
Die Verteilungsfunktion durchl•auft in der oszillierendenScherung mit der Zeit kontinuierlich
einen Zustand zwischen der Gleichgewichtsverteilung und einer starken Ausrichtung der Fe-
derhanteln in eineRichtung. Eine zeitabh•angigeNeugenerierungdesGitters mit Interpolati-
on der Funktionswerte zwischen den Gittern ist aufgrund deszus•atzlichen Rechenaufwandes
unpraktik abel. Die Berechnungen der oszillierendenScherung wurden mit dem Rechengitter
M1 durchgef•uhrt. DieseGitterau
 •osungstellt einen Kompromiss bez•uglich der Genauigkeit
und der Rechenzeit dar. Insbesonderef•ur kleine Frequenzen(! < 5 1/s) wird die Rechenzeit
mit dem Gitter M2 f•ur Parameterstudien unpraktik abel.
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Abbildung 4.1: O�enes FENE: Vergleich mit analytischer Gleichgewichtsl •osung, b = 40
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5 Polymerl•osungen: Mechanische
Spektroskopie

Jeder, der sich die F•ahigkeit erh•alt,
sch•oneszu entdecken, wird nie alt werden.
Franz Kafka

Die oszillierendeScherung erm•oglicht u. a. die Beurteilung der viskoelastischen Eigenschaf-
ten von nicht-newtonschen Fl •ussigkeiten und ist beispielsweisef•ur die Charakterisierung mi-
krostruktureller Zustands•anderungen(Sol-Gel-•Ubergang, Polymer-Netzwerkbindungen) ein
wichtiger Bestandteil rheologischer Experimente [7,9]. Es ist zu unterscheidenzwischen oszil-
lierender Scherung mit kleiner Deformationsamplitude (

"
Small Amplitude Oscillatory She-

ar\ =SAOS) und Scherung mit gro�er Deformationsamplitude (
"
Large Amplitude Oscillato-

ry Shear\ =LA OS). Um dieseScherungsarten gegeneinanderabzugrenzen,muss zuerst die
SAOS-Str•omung genauerde�niert werden.

5.1 SAOS: Scherung mit kleiner Deformationsamplitude

In einer oszillierendenScherung wird im Allgemeinenf•ur die Deformation oder die Spannung
eine harmonische Funktion mit konstanter Amplitude und Frequenz vorgegeben und die
Spannungsantwort bzw. Deformationsgeschwindigkeit des Fluids gemessenbzw. numerisch
berechnet. Mit einer sinusf•ormigen Vorgabe der Deformation 
 folgt:


 (t) = 
 0 sin(! t);

S12(t) = S12;0 sin(! t + � ): (5.1)

Die Phasenverschiebung � zwischen der Deformation und der Schubspannungsantwort wird
als Verlustwinkel bezeichnet und ist von den rheologischen Sto�eigenschaften abh•angig. Mit
der Deborah-Zahl De wird eine dimensionsloseFrequenzde�niert:

De = ! �: (5.2)

Mit der Weissenbergzahl wird die dimensionsloseSchergeschwindigkeitsamplitude bezeich-
net.

We = 
 0De = 
 0! �;

_
 (t) = Wecos(! t): (5.3)

Als charakteristische physikalische Gr•o�en f•ur die Flie�eigenschaften in der oszillierenden
Scherung sind die dynamischen Moduln G0 (Speichermodul) und G00(Verlustmodul) sowie
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5. Polymerl•osungen:Mechanische Spektroskopie

der Verlustfaktor tan � etabliert. F•ur die De�nition dieserGr•o�en wird die Schubspannungs-
antwort mit dem Additionstheorem der Sinus-Funktion zerlegt:

S12(t) = S12;0 sin(! t) cos� + S12;0 cos(! t) sin � ;

S12(t) = S0
12;0 sin(! t) + S00

12;0 cos(! t);

G0 =
S0

12;0


 0
; G00=

S00
12;0


 0
;

S12(t) = G0
 0 sin(! t) + G00
 0 cos(! t): (5.4)

Von einem linear viskoelastischen Verhalten spricht man, solange die dynamischen Mo-
duln unabh•angigvon der Deformationsamplitude sind. WesentlichesKennzeichen der SAOS-
Str•omung ist, dassdie Spannungsantwort S12(t) eine harmonische Funktion mit der Grund-
frequenzund die erste Normalspannungsdi�erenz eine harmonische Funktion mit dem Dop-
pelten der Grundfrequenz ist. Bei der rheologischen Charakterisierung von Fl •ussigkeiten
mit SAOS pr•uft man in der Regel bei einer konstanten Frequenz, bis zu welcher Defor-
mationsamplitude die Spannungsantwort der Fl •ussigkeit als linear viskoelastisch angesehen
werdenkann. Weiterhin bestimmt man die Frequenzspektren der dynamischen Moduln, den
Verlustfaktor und den Betrag der komplexen Viskosit•at bei einer sehr kleinen, konstanten
Deformationsamplitude [52].Mit zunehmenderDeformationsamplitude kann dasFluid in der
Spannungsantwort Frequenzanteile mit h•oherenVielfachen der Grundfrequenzbesitzen.Die
oszillierendeScherung in diesemDeformationsbereich wird als LAOS-Str•omung bezeichnet.
In Abschnitt 5.2 werden zun•achst die Ergebnisseder Berechnung von SAOS-Str•omungen
diskutiert bzw. die Charakterisierung deslinear viskoelastischen Bereichs mit dem Vergleich
deso�enen FENE-Modells und FENE-P und -L vorgenommen.

5.1.1 Linear viskoelastischer Bereich

Die Deformationsabh•angigkeit der dynamischen Moduln wird im Folgendenbei unterschied-
lichen Frequenzenuntersucht. Die Deborah-Zahl wurde zwischen De = 0:2 und De = 20 va-
riiert. Ziel der Berechnungen ist der direkte Vergleich zwischen den Ergebnissendeso�enen
Modells und den geschlossenenModellen FENE-L und -P , um den Ein
uss die Schlie�ungs-
annahmen auf die Fluideigenschaften in oszillierender Scherung zu quanti�zieren. F •ur die
Auswertung bzw. Berechnung der dynamischen Moduln ist ein eingeschwungener Zustand
der Modellantwort auf die vorgegebeneDeformation zu betrachten. Als Anfangskon�guration
der Federhanteln wird der Gleichgewichtszustand gew•ahlt. Der instation•are Anlaufvorgang
wird somit zwar berechnet, aber nicht ausgewertet. F•ur die Bestimmung des Verlustwin-
kels mit der FFT-Analyse wird angestrebt, eine Spannungsantwort auszuwerten, die sich
•uber mindestenszwei Perioden im eingeschwungenen Zustand erstreckt. Aufgrund der re-
lativ langen Rechenzeiten des o�enen Feder-Hantel-Modells werden f •ur den Vergleich des
o�enen mit den geschlossenenModellen exemplarisch Rechnungen bei zwei verschiedenen
Deborah-Zahlen durchgef•uhrt. Es zeigte sich, dassbei kleiner Deformationsamplitude und
Deborah-Zahl De < 2 die Auslenkung aus dem Gleichgewichtszustand so gering wird, dass
die Ergebnissedeso�enen Modells aufgrund der Diskretisierungsfehlernicht mehr als Refe-
renzergebnisgegen•uber den geschlossenenModellen angesehenwerdenk•onnen.In Abbildung
5.1 sind der Speicher- und Verlustmodul als Funktion der Deformation f •ur b = 40 bei De = 2
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5.1. SAOS: Scherung mit kleiner Deformationsamplitude

und De = 5 dargestellt. Der linear viskoelastische Bereich erstreckt sich bei beidenFrequen-
zen etwa bis zu einer Deformationsamplitude 
 0 � 1. Es zeigt sich, dassdie Ergebnissedes
FENE-L und -P Modellsnur geringvoneinanderabweichen. Die Abweichungenzwischendem
o�enen und geschlossenenModell sind auf die bereits angesprochenen Schwierigkeiten der
numerischen L•osungder FP-Gleichung bei kleinen Deformationsamplituden zur•uckzuf•uhren.
Die dynamischenModuln zeigendie gleichen funktionale Abh •angigkeit von der Deformations-
amplitude. Die elastischen Eigenschaften •uberwiegendie viskosenEigenschaften bei geringen
Deformationen und das Ende deslinear viskoelastischen Bereichs •au�ert sich durch das An-
steigenvon G00. Der Speichermodul f•allt f•ur De = 2 aus dem Plateau direkt ab, wohingegen
bei De = 5 ein Maximum durchlaufen wird.
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Abbildung 5.1: Modellvergleich: b = 40,
"
o�en\ , FENE-L und -P, links De = 2, rechts

De = 5, G0 |{, G00{ . {

In Abbildung 5.2 ist der Verlustfaktor im Vergleich des o�enen mit FENE-L und -P dar-
gestellt. Lediglich f•ur 
 0 = 0:2; De = 2 liefern das o�ene und die geschlossenenModelle
unterschiedliche Ergebnisse,d.h. das Verh•altnis der beiden Moduln zueinander stimmt bei
den Modellen trotz der gefundenenUnterschiede f•ur G0 und G00bei De = 2 gut •uberein.

Die Abbildungen 5.3 und 5.4 zeigen im Vergleich von FENE-L und FENE-P bei weiteren
Frequenzenin der Deformationsabh•angigkeit der dynamischen Moduln eine gute •Uberein-
stimmung der geschlossenenModelle. Zusammenfassendkann festgehaltenwerden, dassdie
makroskopischen Fluideigenschaften f•ur alle untersuchten Feder-Hantel-Modelle gut mitein-
ander •ubereinstimmen. Die unterschiedlichen Schlie�ungsannahmen nehmen daher zumin-
dest auf die dynamischen Moduln und den Verlustfaktor keinen entscheidenden Ein
uss.
Das weitere Hauptaugenmerk wird im Folgendenauf der Diskussionder mikrostrukturellen
Eigenschaften liegen. Der Ein
uss der Deformationsamplitude auf die mikrustrukturellen
Gr•o�en (Amplitude und Mittelw ert von tr A und der Amplitude deseingeschlossenenWin-
kelsder Orientierungsellipsemit der y-Achse' y) wird in demKapitel 5.2und f•ur dasFENE-L
Modell in einer detaillierten Parameterstudieim Abschnitt 5.3 diskutiert. Im Folgendenwird
bei konstanter Deformationsamplitude die Frequenzabh•angigkeit der Sto�eigenschaften im
Modellvergleich diskutiert.
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Abbildung 5.3: FENE-L, -P, b = 40, Verlustfaktor

5.1.2 Konstante Deformationsamplitude, Variation der Frequenz

Als ErgebnisdesvorherigenAbschnittes ist festzuhalten,dassin demuntersuchten Frequenz-
bereich f•ur eine Deformationsamplitude 
 0 = 0:2 das Modellverhalten linear viskoelastisch
ist. In Abbildung 5.5 ist der Betrag der komplexen Viskosit•at als Funktion der Frequenz
dargestellt. Beide geschlossenenModelle liefern eine hohe •Ubereinstimmung zu der Refe-
renzkurve deso�enen Modells. Bereits bei der station•aren Scherung haben sich nur geringe
Unterschiede in der Viskosit•atskurve f•ur das FENE-L und -P Modell gezeigt.Und auch Ab-
bildung 5.6 zeigt wie bereits in der Deformationsabh•angigkeit bei konstanter Frequenzeine
sehr gute •Ubereinstimmung bei der Vorhersageder Frequenzabh•angigkeit der charakteristi-
schen makroskopischen Gr•o�en der oszillierendenScherst•omung.

In Abbildung 5.7 werdendie Amplitude der Spur desKon�gurationstensors und der zeitliche
Mittelw ert von tr A im Vergleich der Modelledargestellt. Mit

"
GGW\ ist Spur von A ausder
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"
o�en\ , FENE-L und -P, 
 0 = 0:2, Speichermodul

G0({), Verlustmodul G00(-.) (links) und Verlustfaktor (rechts) alsFunktion der Deborah-Zahl

analytischen L•osungdeso�enen Feder-Hantel-Modells im Ruhezustanddes Fluids bezeich-
net. Das o�ene FENE-Modell besitzt in der oszillierendenScherung mit kleiner Amplitude
eineim Vergleich zur Gleichgewichtsl•angegeringeremittlere Federl•ange,d.h. die Federnwer-
den gegen•uber dem kr•aftefreien Gleichgewichtszustand im unausgelenktenZustand ' y = 0
durch die Scherung zusammengedr•uckt. Die beiden geschlossenenModelle •ubersch•atzen die
mittlere Federl•ange. Trotz der unterschiedlichen zeitlichen Mittelw erte liegen die Amplitu-
den von tr A insbesonderef•ur De > 2 f•ur die verschiedenenModelle eng beieinander. Die
Gleichgewichtswerte tr A im Ruhezustandder einzelnenModelle ergeben sich zu:

FENE : tr A eq = 2:629; FENE � L : tr A eq = 2:635; FENE � P : tr A eq = 2:79:

(5.5)
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5.2 LAOS: Scherung mit gro�er Deformationsamplitude

Die bei gro�en Deformationsamplituden auftretenden h•oheren Frequenzanteile sind in der
Schubspannungsantwort ungeradeVielfache der Grundfrequenz und die Frequenzanteile in
der Normalspannungsdi�erenz geradeVielfache der Grundfrequenz [6,8]. Da die Richtung
der Auslenkung keine Auswirkung auf die L•ange der Federhanteln hat, schwingt tr A als
charakteristische Gr•o�e der Federl•angeebenfallsmit geradzahligenVielfachen der Grundfre-
quenz.


 (t) = 
 0 sin(! 1t); S12(t) =
NX

n=0

S12;2n+1 sin((2n + 1)! 1t + � 2n+1 );

N1(t) =
NX

n=1

N1;2n sin(2n! 1t + � 2n ); tr A (t) =
NX

n=1

tr A 2n sin(2n! 1t + � 2n ): (5.6)

S12;2n+1 , N1;2n und tr A 2n bezeichnen die Amplituden der harmonischen Antwortfunktio-
nen. In der LAOS-Str•omung werden dann die beiden freien Parameter (Amplitude und
Frequenz) der Deformation variiert. F•ur die Analyse der Spannungsantwort besteht die
M•oglichkeit, sogennante Lissajous-Kurven auszuwerten. Die Spannung wird als Funktion
der Deformation dargestellt, und es entstehen elliptische bzw. schlaufenartige Hysterese-
Kurv en[53]. In dieserArb eit wird die Frequenzanalysemit einerFast-Fourier-Transformation
(FFT-Analyse, [54,55] ) bevorzugt. Aus experimenteller Sicht bietet die Fourier-Analyse ge-
gen•uber den Lissajous-Kurven den Vorteil, dassdie unphysikalischen

"
Rauschanteile\ des

Frequenzspektrums besseridenti�ziert werden k•onnen. Die Verlustwinkel k•onnen mit der
FFT-Analyse ebenfalls bestimmt werden. Bei Auftreten h•oherer Frequenzanteile verlieren
die dynamischen Moduln an physikalischer Bedeutung, werden in der Literatur teilweise
trotzdem auch f•ur gro�e Deformationen diskutiert und k•onnen manchmal nach wie vor in
Beziehung zu mikroskopischen Struktur •anderungenim Fluid gesetztwerden [8].

Im Folgenden wird das Frequenzspektrum der transformierten Spannungsantwort mit der
Amplitude des ersten Peaks(f •ur S12 bei der Grundfrequenz bzw. f•ur N1 und tr A bei dem
Doppelten der Grundfrequenz) normiert. Die Amplituden der Frequenzpeakswerden als In-
tensit•at I bezeichnet und der erste Peak des Frequenzspektrums hat somit die Intensit •at
eins. Die Frequenzachse wird mit der Grundfrequenz der vorgegebenen Deformation nor-
miert und somit werden relative Frequenzanteile dargestellt und diskutiert. Ein charakteri-
stischesErgebnis bzw. das Intensit•atsspektrum im Bildb ereich der FFT-T ransformation ist
in den Abbildungen 5.8 und 5.9 dargestellt. F•ur die Frequenzanalysewird der instation •are
Anlaufvorgangder Fluidantwort nicht betrachtet und nur der eingeschwungeneZustand aus-
gewertet. Als Ma� f•ur die Nichtlinerit •at der Modelle werden die Intensit•aten I 3; I 5 f•ur die
Schubspannung und I 4; I 6 f•ur die ersteNormalspannungsdi�erenz und die Spur desKon�gu-
rationstensorsdiskutiert. Bei hohen Deborah-Zahlen konnte neben der Grundfrequenz auch
ein dritter Frequenzanteil mit sehrgeringer Intensit•at gefundenwerden.Als Gesamtma� der
Nichtlinearit •at werdendie Intensit•aten der erstendrei h•oherenFrequenzanteile aufsummiert:

� I (S12) = I 3(S12) + I 5(S12) + I 7(S12);

� I (N1) = I 4(N1) + I 6(N1) + I 8(N1);

� I (tr A ) = I 4(tr A ) + I 6(tr A ) + I 8(tr A ): (5.7)
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Abbildung 5.8: Frequenzspektrum: FENE-L, b = 40, ! = 2 1/s, 
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Abbildung 5.9: Frequenzspektrum:
FENE-L, b = 40, ! = 2 1/s, 
 0 = 10

5.2.1 Ein
uss der Deformationsamplitude auf die Federl•ange

In Abbildung 5.10dargestellt ist der zeitliche Mittelw ert von tr A in Abh•angigkeit der Defor-
mationsamplitude. Mit zunehmenderDeformationsamplitude werden die Federhanteln bei
konstanter Frequenz st•arker gestreckt, und auch die Amplitude der Oszillation von tr A
nimmt zu (Abbildung. 5.11). Das FENE-P Modell •ubersch•atzt gegen•uber dem o�enen Mo-
dell sowohl die mittlere L•angeals auch die Amplitude st•arker als das FENE-L Modell.

5.2.2 Ein
uss von Amplitude und De-Zahl auf die Kon�guration

Die beiden pysikalischen Gr•o�en zur Charakterisierung der Federhantelkon�guration sind
der zeitliche Mittlw ert der Spur des Kon�gurationstensors (tr A ) und die Amplitude des
Schwingungsanteils mit dem doppelten der Grundfrequenz (Amp(tr A )). Miteinander ver-
glichen werden die Berechnungsergebnissedes o�enen und der geschlossenenModelle bei
konstanter Deborah-Zahl (De=2, De=5) bei Variation der Deformationsamplitude und bei
den Deformationsamplituden 
 0 = 1 und 
 0 = 2 und Variation der Deborah-Zahl. Die Dar-
stellung in den Abbildungen 5.12 und 5.13 zeigt, dassmit zunehmenderDeborah-Zahl ein
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Abbildung 5.11: Modellvergleich: b = 40,
"
o�en\ , FENE-L und -P, Amplitude Amp(tr A )

f•ur De = 2 (links), De = 5 (rechts)

Maximum bzw. Grenzwert in der Amplitude bzw. dem Mittelw ert von tr A erreicht wird.
Die mit zunehmenderDeborah-Zahl steigendeSchergeschwindigkeitsamplitude bewirkt eine
Verl•angerung der Federhanteln. Bei hohen Deborah-Zahl •andert das auf die Federhanteln
wirkendeScherfeld so schnell die Richtung, dassdie Federhanteln aufgrund einer zu langen

"
Reaktionszeit\ weniger stark aus der Gleichgewichtskon�guration ausgelenkt werden. Ge-

gen•uber der station•aren Scherstr•omung ist die Auslenkung der Federhanteln bzw. tr A in
der oszillierendenScherung geringer. Die mittlere Federl•ange betr•agt f•ur das FENE-L und
-P Modell nur 8%der maximal m•oglichen Federl•ange.In der station•aren Scherstr•omung wur-
de ein Plateau mit einer Federl•ange nahe der maximalen L•ange bei einer Weissenbergzahl
We = 100.
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Abbildung 5.13: Modellvergleich: b = 40,
"
o�en\ , FENE-L und -P, 
 0 = 2, Amplitude

(links) und Mittelw ert (rechts) von tr A

5.2.3 Zeitliche •Anderung der Kon�guration

Die zeitliche •Anderung der Federhantelkon�guration wird anschaulich darstellbar, durch die
Berechnung der Orientierungsellipsoiden/- ellipsen. Berechnet wurde der vollst •andig dreidi-
mensionaleKon�gurationsraum der Federhanteln. In der Dartellung der folgendenErgebnisse
wird auf die Auswertung der dritten Dimension verzichtet. Die Eigenvektoren skaliert mit
den zugeh•origen Eigenvektoren spannen in der Ebene eine Ellipse als Kon�gurationsraum
auf. Die L•ange der gr•o�eren Ellipsenhauptachse wird mit la bezeichnet, die k•urzere, dazu
senkrechte, mit lb. Der eingeschlosseneWinkel der l•angerenEllipsenachse mit der y-Achse
wird mit ' y benannt. In Abbildung 5.14 ist der zeitliche Verlauf diesesWinkels und das
Verh•altnis der L•angen la=lb dargestellt. Die Zeit t wurde f•ur einen direkten Vergleich der
Berechnungsergebnissebei unterschiedlichen Frequenzenmit der jeweiligen Frequenz mul-
tipliziert. Die Hauptachsenrichtung der station•aren Scherstr•omung liegt bei einem Winkel
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' y = 45� . Bei niedrigen Deborah-Zahlen De < 2 durchl•auft die zeitliche •Anderung des
Orientierungswinkels ein Maximum, welchesmit zunehmenderDeborah-Zahl geringer wird.
DiesesMaximum korrespondiert nicht direkt mit dem Maximum desL•angenverh•altnissesder
Hauptachsen,sondern ist phasenverschoben. Die Federhanteln erreichen den Zustand maxi-
maler L•angedaher nach einem •Uberschwingen im Orientierungswinkel. F•ur De > 5 fallen die
Kurv en ' y(t) bei konstanter Deformationsamplitude zusammen,d.h. die Winkel•anderungs-
geschwindigkeit der Orientierungsellipse •andert sich direkt proportional mit der Frequenz.
Die zeitliche •Anderung der Form der Orientierungsellipse erfolgt ausgehendvom Gleichge-
wichtsustand zun•achst durch die Verk•urzung der l•angerenHauptachse la und Vergr•o�erung
von lb, wobei die Orientierungsrichtung der Hauptachsestabil bleibt. Die Orientierungsellip-
sedurchl•auft dann den kreisf•ormigen Gleichgewichtszustand und die Gr•o�enverh•altnisse der
Hauptachsen kehren sich um, so dass' y negative Werte annimmt. Die detailierte Parame-
terstudie der Verteilungsbreite desKon�gurationszustandes erfolgt anhand desVerh•altnisses
la=lb im n•achsten Abshnitt.
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5.3 Parameterstudie: Intensit •at der Nichtlinea rit •at

Analog zu den vorangegangenenAbschnitten werden die geschlossenenModelle mit dem
o�enen FENE-Modell bei ausgew•ahlten Deborah-Zahlen und Defomationsamplituden mit-
einanderverglichen. Es werdendie Intensit•aten der h•oherenFrequenzanteile in Abh•angigkeit
der Deformationsamplitude betrachtet. F•ur dasFENE-L Modell wurde eineausf•uhrliche Pa-
rameterstudie durchgef•uhrt und die Ergebnissewerden in dreidimensionalenDarstellungen
in Abh•angigkeit deszweidimensioanlenParameterfeldesDe und 
 0 dargestellt. Eine Diskus-
sion der nichtlinearen Modelleigenschaften bei oszillierenderScherung mit gro�er Deforma-
tionsamplitude ist in der Literatur bisher weder f•ur das o�ene noch f•ur die geschlossenen
Feder-Hantel-Modelle zu �nden.

5.3.1 Deformationsabh•angigkeit bei konstanter Deborah-Zahl

Aus den Abbildungen 5.15 und 5.16 kann zusammenfassendherausgestelltwerden, dassdie
Intensit•at der h•oherenFrequenzanteile durch die geschlossenenModelle sowohl bei De = 2
als auch bei De = 5 •uber den ganzenBereich der variierten Deformationsamplituden sehr
gut das Intensit•atsspektrum deso�enen Feder-Hantel-Modells abbildet.
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Abbildung 5.15: b = 40,
"
o�en\ , FENE-L und -P, De = 2, Intensit•aten I 3(S12) , I 5(S12),

I 4(N1) und I 6(N1)

54



5.3. Parameterstudie: Intensit•at der Nichtlinearit •at

10
0

10
1

0

0.05

0.1

0.15

0.2
De = 5

offen
FENE�P
FENE�L

PSfrag replacements


 0

I 3
(S

12
)

10
0

10
1

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03
De = 5

offen
FENE�P
FENE�L

PSfrag replacements

 0

I 3(S12)


 0

I 5
(S

12
)

10
0

10
1

0

0.05

0.1

0.15

0.2
De = 5

offen
FENE�P
FENE�L

PSfrag replacements

 0

I 3(S12)

 0

I 5(S12)


 0

I 4
(N

1
)

10
0

10
1

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03
De = 5

offen
FENE�P
FENE�L

PSfrag replacements

 0

I 3(S12)

 0

I 5(S12)

 0

I 4(N1)


 0

I 6
(N

1
)

Abbildung 5.16: Modellvergleich: b = 40,
"
o�en\ , FENE-L und -P, ! = 5 1/s, Intensit•at

I 3(S12) , I 5(S12), I 4(N1) und I 6(N1)
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5.3.2 Parameterstudie FENE-L

In den vorherigen Abschnitten konnte gezeigtwerden, dassdas FENE-L Modell in den ma-
kroskopischen Gr•o�en und auch in den nichtlinearen Eigenschaften bzw. den Intensit •aten
der h•oherenFrequenzanteile das durch das o�ene FENE-Modell erfassteFluidv erhalten ab-
bildet. Aufgrund der geringerenRechenzeit wurde eine ausgedehnte Parameterstudie daher
mit dem FENE-L Modell vorgenommen. Variiert wurde die Deformationsamplitude und
Deborah-Zahl ine inem netzartigen Parameterfeld. Signi�k ante Abweichungen zum o�enen
FENE-Modell sind lediglich bei der mittleren Federl•angeund der Amplitude tr A zu erwar-
ten. Vorgestellt werden die Ergebnissef•ur b = 40 und b = 100.
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Abbildung 5.17: FENE-L, b = 40, Sum-
me der Intensit•aten

Die Summeder Intensit•aten der h•oherenFrequenzanteile (Abbildung 5.17) erreicht f•ur die
Schubspannung und die erste Normalspannungsdi�erenz f•ur eine Weissenbergzahl von 200
ein Randwert-Maximum von 30% bezogenauf die Intensit•at desersten Peaksim Frequenz-
spektrum. F•ur tr A erreicht die Intensit•atskurve das Maximum von 5% jedoch bei gro�er
Deformtionsamplitude und gleichzeitig geringer Deborah-Zahl. In Abbildung 5.18 sind der
Orientierungswinkel ' y und das in der harmonischen Schwingung der Orientierungsellipse
maximal und minimal auftretende Verh•altnis von la zu lb dargestellt. DiesebeidenWerte sind
ein unmittelbares Ma� daf•ur, wie stark der Ellipsoid deformiert wird, bzw. wie breit die Ori-
entierungszust•andeverteilt sind. Bei konstanter Deformationsamplitude wird mit zunehmen-
der Deborah-Zahl ein Plateauwert erreicht. Ein hoher Ausrichtungsgrad der Federhanteln in
der Scherrichtung wird bei kleinen Deborah-Zahlen und beliebiger Deformationsamplitu-
de oder kleiner Deformationsamplitude und beliebigenDeborah-Zahlen erreicht. Eine hohe
Schergeschwindigkeitsamplitude verringert den Grad der Ausrichtung der Federhanteln in
eine Richtung und dieseverharren eher im Gleichgewichtszustand mit einer gleichm•a�igen

56



5.3. Parameterstudie: Intensit•at der Nichtlinearit •at

Verteilung der Hanteln in den verschiedenenRaumrichtungen (l a=lb ! 1).
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Abbildung 5.18: FENE-L, b = 40, Ori-
entierungsma�e

Als charakteristisches L•angenma� f•ur eine relative L•angen•anderung in der oszillierenden
Scherung wird die Amplitude einerseitsauf den zeitlichen Mittelw ert und andererseitsauf b
bezogendargestellt. Ein auf den maximal m•oglichen Auslenkungszustandb bezogenerWert
deszeitlichen Mittelw ertes l•a�t sich entsprechend berechnen:

tr A
b

=

Amp(tr A )
b

Amp(tr A )

tr A

: (5.8)

In Abbildung 5.19 erreicht die Amplitude von tr A in beiden Normierungen ein von der
Weissenbergzahl unabh•angigesPlateau. Im rechten Teil der Abbildung zeigt sich, dassdie
gr•o�te Amplitude der Spur des Kon�gurationstensors nahezu 30% des maximal m•oglichen
Wertes erreicht, so dass die oszillierende Scherstr•omung in diesem Bereich stark dehnend
auf die Federhanteln wirkt. Die Berechnungen mit einer gr•o�eren maximalen Federl•ange
(b = 100) zeigen in den Abbildungen 5.20, 5.21, 5.22, dass die l•angeren Federhanteln bei
gleichen Str•omungsparameternwenigerstark in eineRichtung orientiert werden.DiesesVer-
halten war aufgrund des nichtlinearen Federkraftgesetzeszu erwarten, da k•urzere maxima-
le Federl•angen bei gleichem Scherfeld zu h•oheren Federkr•aften und somit einer geringeren
L•angenausdehnung f•uhrt. Der Ein
uss von b auf die relativen Amplituden bzw. L•angender
Ellipsenhalbachsen ist nichtlinear.
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Abbildung 5.19: FENE-L, b = 40, Amplitude von tr A , bezogenauf den zeitlichen Mittel-
wert (links) und auf das Quadrat der maximalen L•angeb (rechts),

0
10

20

0

5

10
0

0.05

0.1

PSfrag replacements


 0 De

�
I(

S
12

)

0
10

20

0

5

10
0

0.05

0.1

PSfrag replacements

 0

De
� I (S12)


 0 De

�
I(

N
1
)

0
10

20

0

5

10
0

0.01

0.02
PSfrag replacements


 0

De
� I (S12)


 0

De
� I (N1)


 0 De

�
I(

tr
A

)

Abbildung 5.20: FENE-L, b = 100
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Abbildung 5.21: FENE-L, b = 100
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Abbildung 5.22: FENE-L, b = 100, Amplitude von tr A , bezogenauf den zeitlichen Mit-
telwert (links) und auf das Quadrat der maximalen L•angeb (rechts),
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5.3.3 Verteilungsfunktion des o�enen Feder-Hantel-Mo dells

F•ur eine Deborah-Zahl von De = 2 und Deformationsamplituden zwischen 
 0 = 1 und

 0 = 5 ist die Verteilungsfunktion deso�enen Feder-Hantel-Modells  (r; ' ) in der xy-Ebene
in Abbildung 5.23 f•ur den Zeitpunkt mit maximaler L•angenausdehnung der Federhanteln
dargestellt. Bei geringer Deformationsamplitude 
 0 = 1 ist die H•au�gk eitsverteilung der
Federhanteln der des Gleichgewichtszustandesnoch •ahnlich. Mit zunehmenderDeformati-
onsamplitude verbreitert sich die L•angenverteilung in r -Richtung und die Verteilung der
Orientierungszust•ande in ' -Richtung wird enger,d.h. mehr Federhanteln werden in die glei-
che Raumrichtung orientiert. F•ur 
 0 = 5 wird bereits ein Zustand mit lokal hohen Gradi-
enten von  erreicht, so dass in der numerischen L•osung •ortliche Oszillationen auftreten.
DieseOszillationen sind f•ur zentrale Di�erenzen typisch bei hohen Weissenbergzahlen.Die
zeitliche •Anderung von  (r; ' ) ist f•ur 
 0 = 4 und De=2 in Abbildung 5.24 dargestellt. Die
Oszillationen am Rand des Kon�gurationsraumes treten im zeitlichen Verlauf nur im Zu-
stand maximaler Auslenkung der Federhanteln auf. In den •ubrigen Kon�gurationszust •anden
ist die numerische L•osung der Verteilungsfunktion eine glatte Funktion. F•ur 
 0 = 5 treten
die numerischen Instabilit •aten bereits bei geringeremAuslenkungsgradder Federhanteln auf
(Abbildung 5.25) . Stabile L•osungenkonnten in dieserArb eit nur f•ur Weissenbergzahlenvon
We < 15 erreicht werden.F•ur die Berechnung h•ohererWeissenbergzahlenwerdenged•ampfte
Diskretisierungsmethoden h•oherer Ordnung erforderlich.
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Abbildung 5.23: FENE: b = 40, t=9.8 s, Verteilungsfunktion bei # = � =2, De = 2
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Abbildung 5.24: O�enes FENE-Modell: b = 40, 
 0 = 4, De = 2, Verteilungsfunktion bei
# = � =2
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Abbildung 5.25: O�enes FENE-Modell: b = 40, 
 0 = 5, De = 2, Verteilungsfunktion bei
# = � =2
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F•ur den Orientierungszustand mit maximaler Orientierung der Federhanteln in ' -Richtung
kann die Verteilungsfunktion  (r ) mit der L•angenverteilung desgeschlossenenFENE-L Mo-
dells verglichen werden (Abbildung 5.26). Insbesonderemit zunehmenderSchergeschwin-
digkeitsamplitude n•ahert sich die Form der L•angenverteilung der

"
L\ -f•ormigen Form des

Schlie�ungsansatzesan. Die Information •uber die H•au�gk eitsverteilung der Federhanteln in
# und ' -Richtung ist im FENE-L Modell mit dem Schlie�ungsansatz verloren gegangen.
In den Abbildungen 5.27 und 5.28 ist der Vergleich der Verteilungsfunktionen von FENE-L
und dem o�enen FENE-Modell dargestellt. Obwohl in den vorangegangenenAbschnitten als
Ergebnis festgehalten wurde, dass das FENE-L Modell die mittlere Federl•ange bzw. tr A
gegen•uber dem o�enen Modell •ubersch•atzt, liefert die approximierte L•angenverteilungsfunk-
tion geringereWerte f•ur  (r ). Dass das FENE-L Modell trotzdem gr•o�ere Werte f•ur tr A
liefert als das o�ene Modell ist auf den Informationsverlust durch den Schlie�ungsansatz in
den beiden anderenRaumrichtungen (# und ' ) zur•uckzuf•uhren.
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Abbildung 5.26: O�enes FENE und FENE-L: b = 40, t=9.8 s, Verteilungsfunktion bei
maximaler Auslenkung, ! = 2 1/s
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Abbildung 5.27: O�enes FENE und FENE-L: b = 40,  (r ), 
 0 = 4, De = 2
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Abbildung 5.28: O�enes FENE und FENE-L: b = 40,  (r ) , 
 0 = 5, De = 2
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5.4 Zusammenfassung

Es wurde ein detaillierter Modellvergleich des o�enen Feder-Hantel-Modells mit dem ge-
schlossenenFENE-L und -P Modell in oszillierender Scherstr•omung vorgenommen. Die
Verwendung einer deterministischen Methode zur L•osung der Fokker-Planck Gleichung
erm•oglichte aufgrund der hohenGenauigkeit die Bestimmung der Frequenzspektren bzw. der
Intensit•aten h•oherer Frequenzanteile auch im •Ubergangsbereich vom linearviskoelastischen
zum nichtlinear viskoelastischen Verhalten der Polymerl•osung. Der Vergleich der Modelle
miteinander hat gezeigt, dass die Schlie�ungsannahmen das Modellverhalten im Vergleich
zum o�enen Feder-Hantel-Modell in oszillierender Scherung nicht wesentlich beein
ussen.
Die Intensit•atsspektren der h•oheren Frequenzanteile werden gut abgebildet. Lediglich die
mittlere Federl•ange bzw. auch die charakteristischen Abmessungendes Orientierungsellip-
soidswerden •ubersch•atzt. Das FENE-L Modell liefert gr•o�ere •Ubereinstimmungen mit dem
o�enen FENE-Modell als das FENE-P Modell und ist in der Str •omungsberechnung makro-
skopischer Str•omungen zu bevorzugen. F•ur die str•omungsinduzierte Orientierung der Fe-
derhanteln zeigtesich auch bei gro�en Deformationsamplituden eine sehr gute •Ubereinstim-
mung der Hauptachsenorientierung desOrietierungsellipsoidender unterschiedlichenModelle
miteinander. In der LAOS-Str•omung wurden neben der Grundfrequenz bis zu drei h•ohere
Frequenzanteile mit signi�k anten Amplituden gefunden. F•ur das FENE-L Modell erreich-
te die Summe der Intensit•aten der h•oheren Frequenzanteile im diskutierten Parameterfeld
f•ur die Spannungen bis zu 30% der Intensit•at des ersten Frequenzanteils, in der Spur des
Kon�gurationstensors immerhin noch bis zu maximal 5%. Mit zunehmenderSchergeschwin-
digkeitsamplitude richten sich die Feder-Hanteln in eine bevorzugte Raumrichtung aus, so
dass das L•angenverh•altnis der Ellipsoidhauptachse des Orientierungsraumes gr•o�er wird.
Gleichzeitig wird die maximale Auslenkung (Amplitude desWinkels zwischen der gr•o�eren
Ellipsenhauptachseund der y-Achse) geringer.Bezogenauf die mittlere L •angeerreicht auch
die Amplitude der zeitlichen L•angenschwankung der Federhanteln mit zunehmenderScher-
geschwindigkeitsamplitude ein Plateau. Der implementierte numerische Algorithm us f •ur das
o�ene FENE-Modell hat sich bis zu einer dimensionslosenSchergeschwindigkeitsamplitu-
de (Weissenberg-Zahl) von We=15 als sehr stabil erwiesen.Die in der Verteilungsfunktion
 (q; t) auftretenden hohenGradienten f•uhrten erst bei noch gr•o�eren Weissenbergzahlenzu
unphysikalischen Oszillationen.

Abschlie�end kann festgehaltenwerden, dassdas geschlosseneFENE-L Modell eine ausrei-
chend gute N•aherungan daso�ene FENE-Modell darstellt. Aufgrund der Modellgleichungen
ist der Rechenaufwand desgeschlossenenModells gegen•uber dem o�enen FENE-Modell we-
sentlich geringerund der durch den Schlie�ungsansatz entstehendeInformationsverlust nicht
gravierend. Insbesonderewenn die r•aumliche Orientierung in komplexen Str•omungsfeldern
von Interesseist, sind die AbweichungendesFENE-L Modells gegen•uber dem o�enen Modell
in der L•angenverteilung der Federhanteln vertretbar.
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6 Fasersuspensionen

Es gibt keine gro�en Entdeckungen und
Fortschritte, solangees noch ein ungl•uck-
liches Kind auf Erden gibt.
Alb ert Einstein

Im Vergleich zu Polymerl•osungenist die experimentelle Bestimmung der Mikrostruktur in
str•omendenFasersuspensioneneinfacher bzw. wenigeraufw•andig. Ein noch unerreichtes Ziel
ist die numerische Berechnung makroskopischer Str•omungen von Fasersupspensionenmit
geschlossenenMikro-Makro-Mo dellen und experimentell validierten Parameters•atzen Dieses
Ziel wurde in der vorliegendenArb eit verfolgt.

Die Kenntniss desOrientierungszustandesvon Fasernin technischen Str •omungenbzw. in den
Endprodukten verfahrenstechnischer Prozessewie z.B. Papier oder faserverst•arkten Kunst-
sto�en ist von gro�er Bedeutung, da makroskopische Materialeigenschaften wesentlich von
der Mikrostruktur beein
usst werden. In faserverst•arkten Kunststo�en kann die mechani-
sche Zugfestigkeit durch eine in eine Raumrichtung orientierte Faser-Kon�guration erh•oht
werden. Fan und Ad vani [1] zeigen,dassbereits 0.005Gew.%

"
Carbon Nano Tubes\ in ei-

ner Epoxy-Verbindung eineelektrische Leitf •ahigkeit desMaterials bewirken oder bereits ein
Anteil von 2.5 Gew.%die Zugfestigkeit von Polystyrol um 100%bei entsprechenderKon�gu-
ration der St•abchen vergr•o�ert. Nicht zuletzt aufgrund dieserEigenschaften ist das Interesse
an der Forschung zur Mikrostruktur in dispersenSystemenmit

"
Carbon Nano Tubes\ oder

anderen Fasern in den letzten Jahren st•andig gewachsen [56]. Auch im Bereich der theore-
tischen Modellbildung f•ur Fasersupensionenexistieren zahlreiche Arb eiten f•ur unterschiedli-
che Konzentrationsbereiche der Suspensionen.Die Eignung von Mikro-Makro Modellen zur
Vorhersageder Faserorientierung in technischen Str•omungen kann nur im Vergleich mit ex-
perimentellen Untersuchungengepr•uft und diskutiert werden.Hierf •ur werdenexperimentelle
Ergebnissevon Yasuda et al. [57] f•ur die Zylinderumstr •omung einer konzentrierten Glas-
fasersuspension.Erg•anzendwerden unterschiedliche Mikro-Makro-Mo delle f •ur Fasersuspen-
sionenbei der Durchstr•omung eines90� -Kr •ummersdiskutiert und von Sepehr et al. [58,59]
f•ur viskosimetrische Str•omungen bestimmte Parameters•atze benutzt. Zun•achst werden die
Gleichungen der verwendetengeschlossenenFasermodelle disktuiert.

6.1 Mikro-Makro-Mo delle f•ur Fasersuspensionen

F•ur eine geometrische Charakterisierung von Fasernmit der Faserl•angeL und dem Durch-
messerD wird der dimensionloseFormfaktor r mit

r =
L
D

(6.1)
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eingef•uhrt. Der Faservolumenanteil � spezi�ziert den Faseranteil in der Matrix
 •ussigkeit.
Mit der Faseranzahldichte n kann eine dimensionsloseAnzahlkonzentration nL 3 angegeben
werden, wobei der Zusammenhanggilt [60]:

� = n
� D 2

4
L =

�
4r 2 nL 3: (6.2)

In dieser Arb eit wird die Angabe des Faservolumenanteils gegen•uber der dimensionslosen
Anzahlkonzentration bevorzugt. F•ur die numerische Berechnung von Fasersuspensionenwird
analogzu der Beschreibung der Polymerl•osungeneinerheologische Modellgleichung ben•otigt.
Jeffer y hat ausder Bewegungsgleichung einer einzelnenFaserin einemnewtonschen Fluid
unter Vernachl•assigungvon Tr•agheitskr•aften die zeitliche •Anderung desFaserorientierungs-
vektors q bestimmt. Die umgebende Matrix
 •ussigkeit ist newtonsch und der betrachtete
Fluidraum unendlich ausgedehnt. Die Ortsabh•angigkeit desGeschwindigkeitsfeldeswird als
linear angenommen.Im Gegensatzzum Orientierungsvektor von Federhanteln ist der Betrag
desOrientierungsvektors f•ur eineFaseroder ein st•abchenf•ormigesPartik el konstant. Die Be-
stimmungsgleichung f•ur die zeitliche •Anderung des Orientierungsvektors wird als Je�erys-
Gleichung bezeichnet [61]:

Dq
Dt

= W � q + � F (D � q � q(q � D � q)) ; (6.3)

� F =
r 2 � 1
r 2 + 1

: (6.4)

Die Konstante � F beschreibt die Partik el-/Fasergeometrie.F•ur einen Rotationsellipsoiden
wird der Formfaktor aus dem Verh•altnis der Symmetrieachsenl•ange zur L•ange der ande-
ren Achsen berechnet. Somit gilt � F = 0 f•ur ein kugelf•ormiges Partik el und � F ! 1 f•ur
Fasern mit einem sehr gro�en L•angen zu Durchmesser-Verh•altnis (r ! 1 ). Die Modellbil-
dung von Fasersuspensionenbasiert auf der Je�erys-Gleichung f •ur eine einzelneFaser. F•ur
eine verd•unnte Suspension, in der der Faservolumenanteil so gering ist, dassdie Fasern ge-
genseitig keine Wechselwirkungen aufeinander aus•uben, kann die Je�erys-Gleichung direkt
f•ur die Herleitung einer geschlossenenrheologischen Sto�gleichung verwendet werden. An-
dernfalls m•ussen Faser-Faser-Wechselwirkungen ber•ucksichtigt werden. Fasersuspensionen
werden zun•achst allgemein in unterschiedliche Konzentrationsklassen eingeteilt.

Faser-Konzentrationsregime •Ublich ist eineEinteilung von Fasersuspensionenin die Klas-
senverd•unnt, halbverd•unnt und konzentriert in Abh•angigkeit desFaservolumenanteils und
Formfaktors [60].

� �
1
r 2 (verd•unnt) ; (6.5)

1
r 2 � � �

1
r

(halbverd•unnt, Fasernzuf•allig orientiert) ; (6.6)

� >
1
r

(konzentriert) : (6.7)

F•ur eine verd•unnte Suspensionnimmt der Faservolumenanteil mit zunehmendemFormfak-
tor r entsprechend ab und mit der Grenzkonzentration � = 1

r 2 wird ein halbverd•unnter
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Abbildung 6.1: Konzentrationsregime:
Faservolumenanteil � in Abh•angigkeit von
r

Konzentrationsbereich erreicht. Bei einer halbverd•unnten Suspensionist der mittlere Faser-
Faser-Abstandbereits sogering, dasssich die Faserngelegentlich gegenseitigber•uhren, doch
•uberwiegen in diesem Bereich die hydrodynamischen Faser-Faser-Wechselwirkungen, d.h.
durch die

"
St•orung\ desGeschwindigkeitsfeldesdurch benachbarte Fasern. Im konzentrier-

ten Bereich ist der mittlere Faser-Faser-Abstand in der Gr•o�enordnung desFaserdurchmes-
sers, so dass direkte Kontakte der Fasern miteinander vorliegen. K och zeigt in [62], dass
sich Fasern nicht mehr frei drehen k•onnen, ohne benachbarte Fasern zu ber•uhren, wenn
n L 2 D > 3.

In einer station•aren Scherstr•omung kann die Je�erys-Gleichung (6.3) f•ur eine einzelneFa-
ser bzw. verd•unnte Suspensionanalytisch gel•ost werden. Die L•osung ergibt eine station•are
Orbitb ewegung,d. h. die Fasernrotieren mit einer konstanten PeriodendauerTs [63]:

Ts =
2� (r + 1

r )
_


: (6.8)

Die Periodendauerist von der Schergeschwindigkeit und demFormfaktor der Faserabh•angig.
Als Grenzwert f•ur r ! 1 erreicht die Faser einen stabilen Orientierungszustand. Die ana-
lytisch berechenbare Orbitb ewegungwurde von Sto ver et al. auch experimentell best•atigt
[64]. Modelle f•ur halbverd•unnte und konzentrierte Polymerl•osungenwerden u. a. mit dem
Ein
uss der zunehmendenFaserkonzentration auf das Je�erys-Orbit in einfacher Scherung
physikalisch motiviert. Mit zunehmenderFaserkonzentration behindernsich die Faserndurch
den Kontakt gegenseitigund die rotierende Orbitb ewegung wird unterdr •uckt. Der Orien-
tierungszustand wird durch die Faser-Faser-Kontakte irreversibel beein
usst. Folgar hat
durch die experimentelle Untersuchung der Faserorientierung in

"
startup-reverse-shearing\

Experimenten gezeigt,dassbei Str•omungsumkehr im station•aren Zustand bei halbverd•unn-
ten und konzentrierten Suspensionenin der

"
R•uckstr•omung\ nicht die gleiche Faserkon�gu-

ration erreicht wird wie in der
"
Hinstr •omung\ [65]. Faser-Faser-Wechselwirkungen werden

daher im Allgemeinen durch einen di�usiv en Term in der Je�erys-Gleichung ber•ucksichtigt.
Dieser di�usiv e Term im Kon�gurationsraum ist nicht zu verwechseln mit einem di�usi-
ven Transport im physikalischen Raum, da die Faserorientierung in der Str •omungsgeometrie
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ausschlie�lic h konvektiv transportiert werden kann. Damit folgt:

D 
Dt

=
@

@q
�
�

 
@q
@t

�
; (6.9)

@q
@t

= W � q + � F (D � q � q(q � D � q)) �
D r

 
@ 
@q

: (6.10)

D r bezeichnet den Di�usionsk oe�zien ten der Faserrotationsbewegung.Aus den Gleichungen
(6.9) und (6.10) kann ein Di�eren tialgleichungssystemf•ur den Kon�gurationstensor berech-
net werden mit [66,67]1:

@A
@t

+ (v � r )A = � (W � A � A � W ) + � F (D � A + A � D � 2D : A (4) )

+ 2D r (� � 3A ): (6.11)

Mit A (4) ist der Kon�gurationstensor vierter Stufe bezeichnet

A (4) = hqqqqi : (6.12)

Wird die Faserorientierung durch die Verteilungsfunktion  (q; t) mit Gleichung (6.9) und
die L•osung der Je�erys-Gleichung (6.10) berechnet, spricht man von einem o�enen Faser-
modell. L•ost man das Di�eren tialgleichungssystemf•ur den Kon�gurationstensor (6.11) wird
das Fasermodell als geschlossenbezeichnet. F•ur ein geschlossenesMikro-Makro-F asermodell
muss eine zus•atzliche Gleichung bzw. ein Schlie�ungsansatz der Form A (4) = f (A ) f•ur den
Kon�gurationstensor vierter Stufe aufgestellt werden. Andernfalls kann Gleichung (6.11)
nicht gel•ost werden. Alternativ werden in der Literatur auch geschlosseneModelle disku-
tiert, die eine weitere Di�eren tialgleichung f•ur A (4) und einen Schlie�ungsansatz der Form
A (6) = f (A (4) ) verwenden[68]. Da der Rechenaufwand dieserModelle gegen•uber den erstge-
nannten Formen wesentlich h•oher ist, aber keine signi�k anten Vorteile bez•uglich der Genau-
igkeit bietet und ebenfalls ein Schlie�ungsproblem beinhaltet ( f •ur den Kon�gurationstensor
sechster Stufe anstatt vierter Stufe), werden diese nicht verwendet. Letztendlich werden
Schlie�ungsans•atze immer durch den Vergleich mit Berechnungeneineso�enen Fasermodells
validiert. Dazu �nden sich in der Literatur zahlreiche Arb eiten u. a. [69,70]. Im Folgen-
den werden der hybride Schlie�ungsansatz und ein invariantenbasierter Schlie�unsgansatz
(IBOF-5) von Chung und Kw on diskutiert [71].

6.1.1 Hybrider Schlie�ungsansatz

Ein h•au�g verwendeterund in der Literatur diskutierter Schlie�ungsansatz ist der sogenannte

"
hybride\ Schlie�ungsansatz. Dieser setzt sich aus einer Superposition eines linearen und

1Verwendet wird bei der Umformung des di�usiv en Terms in der Je�erys-Gleic hung u. a. die n•utzlic he
Identit •atsbeziehung [31]:

Z
q

�
@ 
@q

�
dq =

Z
(3qq � � ) dq
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einesquadratischen Schlie�ungsansatzeswie folgt zusammen[66]:

Aquadrat
(4) ;ij kl = A ij Akl ;

A linear
(4) ;ij kl = �

1
35

(� ij � kl + � ik � j l + � il � j k )

+
1
7

(A ij � kl + A ik � j l + A il � j k + Akl � ij + A j l � ik + A j k � il );

A hybrid
(4) = f A quadrat

(4) + (1 � f )A linear
(4) ;

f = 1 � 27det A : (6.13)

Bei der numerischen L•osung des Di�eren tialgleichungssystems(6.11) wird der Kon�gurati-
onstensorA (4) in jedem Iterationsschritt explizit aus dem Tensor zweiter Stufe berechnet,
wodurch dasGleichungssystemgeschlossenwird. Sepehr et al. verfolgenbeispielsweiseeinen
Weg, den Kon�gurationstensor vierter Stufe mit den Gleichungen (6.13) aufgrund seiner
Symmetrieeigenschaften in eine 6x6-Matrix zweiter Stufe zu •uberf•uhren, so dassnicht alle
Komponenten desTensorsvierter Stufe berechnet werdenm•ussen.Da in der Di�eren tialglei-
chung desKon�gurationstensors (6.11) und auch sp•ater bei der Berechnung desSpannungs-
tensorsder Kon�gurationstensor vierter Stufe ausschlie�lic h in einemverj •ungendenProdukt
mit dem Deformationsgeschwindigkeitstensor ben•otigt wird, wird er in dieser Arb eit nicht
berechnet und abgespeichert, sondernder jeweilige Schlie�ungsansatz direkt in das Produkt
D : A (4) eingesetztund ausgewertet. Damit erh•alt man:

(D : A (4) )
quadrat = A � (A : D );

(D : A (4) )
linear = �

1
35

[� (� : D ) + 2D ]

+
1
7

[A (� : D ) + 2A � D + � (A : D ) + 2D � A ] ;

(D : A (4) )
hybrid = f (D : A (4) )

quadrat + (1 � f )(D : A (4) )
linear : (6.14)

F•ur die Faserorientierung sind zwei Grenzf•alle m•oglich: ein isotroper Orientierungszustand
in alle drei Raumrichtungen (GGW) und eine vollst•andige Ausrichtung der Fasern in eine
Raumrichtung (ausger.). F•ur die beiden Grenzf•alle desOrientierungszustandesgilt:

A GGW =

0

@
1
3 0 0
0 1

3 0
0 0 1

3

1

A ; A ausger: =

0

@
1 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A : (6.15)

Aus Gleichung (6.13) folgt damit, dassf•ur den Fall der Gleichgewichtsverteilung f = 0 wird
und der hybride Schlie�ungsansatz sich auf den linearen Anteil reduziert. F •ur den Fall einer
vollst•andigenAusrichtung der Fasernin eineRaumrichtung wird f = 1, und der Schlie�ungs-
ansatz reduziert sich auf den quadratischen Anteil. F•ur diesebeidenOrientierungsgrenzf•alle
sind der lineare und quadratische Schlie�ungsansatz jeweils exakt. Mit dem hybriden Schlie-
�ungsansatz wird also versucht, A (4) f•ur einen beliebigen Orientierungszustand durch die
Superposition der exaktenErgebnissef•ur A (4) in denbeidenGrenzf•allen zu beschreiben.Ad-
vani und Tucker zeigen[67], dassder hybride Schlie�ungsansatz eine bessereAnn •aherung
an Berechnungen mit einemo�enen Fasermodell darstellt als alternative Schlie�ungsans•atze
mit dem gleichen Superpositionskonzept von Orientierungsgrenzf•allen, wie z.B. von Hinch
und Leal [72]. Ad vani und Tucker diskutieren die Genauigkeit deshybriden Schlie�ungs-
ansatzesim Vergleich zu Berechnungen deso�enen Fasermodells f •ur das Anlaufverhalten in
einfacher Scher- und Dehnstr•omung sowie einer kombinierten Scher-/Dehnstr •omung.
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6. Fasersuspensionen

Eine zweite Klassevon Schlie�ungsans•atzen sind die
"
angepassten\ Schlie�ungsans•atze. Ein

angepassterSchlie�ungsansatz wird erhalten, indem f•ur unterschiedliche Str•omungsformen
freie Parameter eines funktionalen ZusammenhangsA (4) = F (A ) als Ansatzfunktion an
Ergebnissedes o�enen Fasermodells angepasstwerden. Chung und Kw on [70,71,73] dis-
kutieren die Genauigkeit einer Vielzahl von Schlie�ungsans•atzen und entwickeln einen an-
gepassten,invariantenbasierten Schlie�ungsansatz, der deutlich bessereErgebnisseals der
hybride Schlie�ungsansatz liefert. Der hybride Schlie�ungsansatz wird aufgrund seiner Be-
kanntheit und einfachen numerischen Umsetzbarkeit hier lediglich erg•anzend im Vergleich
mit dem angepasstenSchlie�ungsansatz von Chung und Kw on f•ur die Durchstr•omung eines
90� -Kr •ummers diskutiert.

6.1.2 IBOF-5 Schlie�ungsansatz

AngepassteSchlie�ungsans•atze k•onnen auf unterschiedlichen Wegen erhalten werden. Ein
bekannter angepassterSchlie�ungsansatz ist der orthotrop e (

"
orthothropic �tted closure\ =

ORF) von Cintra und Tucker [69]. Grundlegend ist dabei, dassdie Hauptrichtungen des
Kon�gurationstensors vierter Stufemit denHauptrichtungen desKon�gurationstensors zwei-
ter Stufe •ubereinstimmenm•ussen,da beide h•ohereMomente desOrientierungsvektors sind.
Die Komponenten von A (4) lassensich soalsFunktionen der Eigenwerte von A angeben.Die-
seArt von Schlie�ungsans•atzenwird alsEBOF-Ansatz bezeichnet (

"
eigenvaluebasedoptimal

�tting \ ). A (4) kann explizit zun•achst nur im Eigenraum von A berechnet werden und muss
in den normalen Koordinatenraum r•ucktransformiert werden.DieseKoordinatentransforma-
tion und die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren ist sehr rechenintensiv. Dar •uber
hinaus zeigt z.B. der ORF-Schlie�ungsansatz unphysikalische Oszillationen bei der Berech-
nung der Faserorientierung, insbesonderebei geringen Faser-Faser-Wechselwirkungen. Aus
diesenGr•unden haben Chung und Kw on einen angepasstenSchlie�ungsansatz entwickelt,
der auf den Invarianten des Kon�gurationstensors zweiter Stufe basiert (IBOF-5). Dieser
liefert einesehr gute •Ubereinstimmung zu Berechnungen deso�enen Faser-Modells [71]. Zu-
dem erfordert die Berechnung der Invarianten des Kon�gurationstensors deutlich weniger
arithmetische Rechenoperationen als die Berechnung des Eigenraumesund die Koordina-
tentransformation von A (4) . Bei bekanntem A erfordert die Berechnung von A (4) mit dem
EBOF-Ansatz 808Multiplik ationsoperationen,mit demIBOF-Ansatz hingegennur 292Ope-
rationen. Detaillierte ErgebnissedesModellvergleichs (Genauigkeit der L •osungund Vergleich
desnumerischen Rechenaufwandes)sind der Literatur zu entnehmen. An dieserStelle wer-
den nur die implementierten Gleichungen des IBOF-5 Schlie�ungsansatzesohne Herleitung
angegeben.

F•ur das Quadrat desOrientierungstensorswird der TensorB eingef•uhrt:

B = A � A : (6.16)
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A IBOF
(4) ;ij kl =

1
3

� 1(� ij � kl + � ik � j l + � il � j k )

+
1
6

� 2(� ij Akl + � klA ij + � ik A j l + � il A j k + � j l A ik + � j kA il )

+
1
3

� 3(A ij Akl + A ik A j l + A il A j k)

+
1
6

� 4(� ij Bkl + � kl B ij + � ik B j l + � il B j k + � j l B ik + � j kB il )

+
1
6

� 5(A ij Bkl + Akl B ij + A ik B j l + A il B j k + A j l B ik + A j kB il )

+
1
6

� 6(B ij Bkl + B ik B j l + B il B j k): (6.17)

F•ur das verj•ungende Produkt von A (4) mit dem Deformationsgeschwindigkeitstensor und
mit den Symmetrieeigenschaften von A (4) l•asst sich direkt ein Tensorzweiter Stufe wie folgt
angeben:

(D : A (4) )
IBOF =

� 1

3
(tr (D )� + 2D ) +

� 2

6
(� (A : D ) + A (� : D ) + 4A � D )

+
� 3

3
(A (A : D ) + 2A � (D � A ))

+
� 4

6
(� (B : D ) + B (� : D ) + 2(B � D )T + 2B � D )

+
� 5

6
(A (B : D ) + B (A : D ) + 4A � (D � B ))

+
� 6

3
(B (B : D ) + 2B � (D � B )) : (6.18)

Die Koe�zien ten � i sind Funktionen der zweiten (I I ) und dritten (I I I ) Invarianten von A .
Zudem sind nicht alle sechs Koe�zien ten � i unabh•angig voneinander,sondernesgilt:

� 1 =
3
5

�
�

1
7

+
1
5

� 3

�
1
7

+
4
7

I I +
8
3

I I I
�

� � 4

�
1
5

�
8
15

I I �
14
15

I I I
�

� � 6

�
1
35

�
24
105

I I I �
4
35

I I +
16
15

I I I I I +
8
35

I I 2
��

(6.19)

� 2 =
6
7

�
1 �

1
5

� 3(1 + 4I I ) +
7
5

� 4

�
1
6

� I I
�

� � 6

�
�

1
5

+
2
3

I I I +
4
5

I I �
8
5

I I 2
��

;

(6.20)

� 5 = �
4
5

� 3 �
7
5

� 4 �
6
5

� 6

�
1 �

4
3

I I
�

; (6.21)

und f•ur i = 3; 4; 6

� i = c(i; 1) + c(i; 2)I I + c(i; 3)I I 2 + c(i; 4)I I I + c(i; 5)I I I 2 + c(i; 6)I I I I I

+ c(i; 7)I I 2 I I I + c(i; 8)I I I I I 2 + c(i; 9)I I 3 + c(i; 10)I I I 3 + c(i; 11)I I 3 I I I

+ c(i; 12)I I 2 I I I 2 + c(i; 13)I I I I I 3 + c(i; 14)I I 4 + c(i; 15)I I I 4 + c(i; 16)I I 4 I I I

+ c(i; 17)I I 3 I I I 2 + c(i; 18)I I 2 I I I 3 + c(i; 19)I I I I I 4 + c(i; 20)I I 5 + c(i; 21)I I I 5:
(6.22)
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Die verwendetenInvarianten sind:

I I =
1
2

(1 � A : A ); (6.23)

I I I = det(A ): (6.24)

Die ersteInvariante I = tr A hat keinephysikalische Relevanz im Schlie�ungsansatz, da diese
aufgrund der konstanten Faserl•angeebenfalls unver•anderlich ist und der Kon�gurationsten-
sor so normiert wurde, dasstr A = 1 ist. Die Parameter c(i; j ) in Gleichung (6.22) wurden
von Chung und Kw on als Ergebnisder AnpassungdesSchlie�ungsmodells an Berechungen
mit einemo�enen Faser-Modell bestimmt und k•onnendem Anhang A.4 entnommen werden.
F•ur die Anpassungenberechnetensiesechs verschiedeneStr •omungen,die einenStandardsatz
f•ur die Parameterbestimmung in angepasstenSchlie�ungsans•atzen darstellen:

� einfache Scherung,

� Scherung in xy-Ebeneund uniaxiale Dehnung in z-Richtung,

� uniaxiale Dehnung,

� biaxiale Dehnung,

� Scherung in der xz-Ebeneund planare Dehnung in der xy-Ebene,

� Scherung in der xz-Ebeneund biaxiale Dehnung.

Dar•uber hinaus wurde auch das instation•are Anlaufverhalten in Scher- und Dehnstr•omung
f•ur die Validierung des IBOF-5 Modells berechnet. Zusammenfassendkann aus der Arb eit
von Chung und Kw on festgehaltenwerden, dassder IBOF-5 Schlie�ungsansatz eine sehr
gute Ann•aherung an das o�ene Faser-Modell darstellt und einen deutlich geringeren Re-
chenaufwand erfordert als eigenwertbasierte Ans•atze. Aus diesenGr•unden wurde in dieser
Arb eit der IBOF-5 Schlie�ungsansatz f•ur die Str•omungsberechnung mit einemgeschlossenen
Fasermodell ausgw•ahlt.

6.1.3 Faser-Faser-Wechselwirkungen

F•ur halbverd•unnte und konzentrierte Fasersuspensionenist die Bestimmung desDi�usions-
koe�zien ten in Gleichung (6.11) zur Modellierung der Faser-Faser-Wechselwirkungen von
gro�er Bedeutung. Folgar und Tucker [74] haben f•ur den Di�usionsk oe�zien ten ange-
nommen,dassdieserdirekt proportional zu den Geschwindigkeitsgradienten in der Str •omung
ist

D r = CI _
 : (6.25)

Mit zunehmenden Geschwindigkeitsgradienten in der Str •omung steigt qualitativ die
str•omungsinduzierte Orientierung der Fasern bzw. nimmt die Tendenz zur Kon�gurati-
ons•anderungausdem Gleichgewichtszustand zu. Bei gleicher Faserkonzentration ist einezu-
nehmendeFaser-Faser-Wechselwirkung mit zunehmendenGeschwindigkeitsgradienten daher
physikalisch motivierbar. Als skalaresMa� der Geschwindigkeitsgradienten wird der Betrag
desDeformationsgeschwindigkeitstensorswird [75]:

_
 = jD j =

r
1
2

(D : D T ): (6.26)
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Weitere Ein
ussparameter auf die Faser-Faser-Wchselwirkungen werden im Interaktionsko-
e�zien ten CI ber•ucksichtigt. Allgemein sind der Faserformfaktor, der Volumenanteil sowie
der Orientierungszustand zu ber•ucksichtigen [76]. K och et al. zeigen,dassder Di�usions-
koe�zien t auch in einfachen Str•omungen eine anisotrope Gr•o�e ist, wobei die Modellierung
der Anisotropie einen weiteren Schlie�ungsansatz ben•otigt [62], so dassin dieserArb eit der
Di�usionsk oe�zien t und somit auch der Interaktionskoe�zien t als skalare Gr •o�e betrach-
tet werden. Es existiert keine geschlosseneTheorie, die einen Zusammenhangzwischen dem
Interaktionsko�zien ten und � und r herstellt sondernlediglich ph•anomenologische Gleichun-
gen. In experimentellen Untersuchungen wurde daf•ur die Faserorientierung in einer de�nier-
ten Str•omungsformmit optischen Methoden bestimmt. Aus den experimentellen Daten kann
eine Verteilungsfunktion des Orientierungszustandes (q; t) bestimmt werden. Zus•atzlich
wird die Verteilungsfunktion berechnet und CI als Parameter variiert, bis die Abweichung
zwischen experimenteller und berechneter Verteilungsfunktion minimiert ist. Folgar hat
die Interaktionskoe�zien ten f•ur unterschiedliche Suspensionendurch die optische Auswer-
tung der Faserorientierung f•ur eine station•are Scherstr•omung in einer Couette-Geometrie
bestimmt [65]. Die Ergebnissevon Folgar liegen im halbverd•unnten und konzentrierten
Bereich. Bay [77] hat weitere Untersuchungen in einem hochkonzentrierten Bereich der Fa-
sersuspensionenund f•ur unterschiedliche Sto�paarungen der dispersenund kontinuierlichen
Phasevorgenommen( sieheTabelle 6.1). Basierendauf den experimentellen Untersuchungen
von Bay l•asst sich eine Korrelation f•ur CI (� r ) angeben mit [78]:

CI = 0:0184exp(� 0:7148� r ): (6.27)

In dieser Gleichung nimmt CI bzw. die Faser-Faser-Wechselwirkung mit zunehmendem� r
ab. Phan-Thien et al. haben aus experimentellen Untersuchungen folgendeGleichung be-
stimmt [79]:

CI = 0:03(1 � exp(� 0:224� r )) : (6.28)

Mit zunehmendem� r nimmt der Interaktionskoe�zien t CI hier zu. Der Ein
uss von � r auf
die Faser-Faser-Wechselwirkungen wird in der Literatur kontrovers diskutiert. Letzendlich
ist f•ur ein bestimmtes Sto�system immer eineexperimentelle Validierung notwendig. Schlie�-
lich haben die Auswertungen experimenteller Untersuchungengezeigt,dassdie Abh •angigkeit
der Faser-Faser-Wechselwirkungen in den unterschiedlichen Konzentrationsbereichen unter-
schiedlich ist. Im halberverd•unnten Bereich ist eine Zunahme von CI aufgrund des mit � r
abnehmendenInter-Faser-Abstandesphysikalisch sinnvoll zu begr•unden. Im konzentrierten
Bereich lassensich hingegenOrientierungszust•ande/-ph•anomenebeobachten, die denenvon
nematischen Fl •ussigkristallen •ahnlich sind. D. h. bei hoher Konzentration orientieren sich
die Fasern so, dass •Anderungen des Orientierungszustandesdurch eine Kollektivb ewegung
erfolgen. Die in Abbildung 6.2 dargestellten Ergebnissezeigen abnehmendeFaser-Faser-
Wechselwirkungen im konzentrierten Bereich. In dieser Arb eit wird daher eine Abschnitts-
weisede�nierte Funktion f•ur CI (� r ) verwendet mit:

CI = 0:03(1 � exp(� 0:224� r )) f•ur � r < 1:3;

CI = 0:0184exp(� 0:7148� r ) f•ur � r > 1:3: (6.29)

F•ur die numerische Str•omungsberechnung von Fasersuspensionen wird in der Cauchy-
Gleichung der Anteil des Spannungstensorsben•otigt, der durch die Anweseheitder Fasern
hervorgerufen wird. Es wird also eine zus•atzliche Gleichung ben•otigt, die einen Zusammen-
hang zwischen dem Kon�gurationstensor A und dem FaserspannungstensorSF herstellt.
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nach Bay, Phan-Thien (PT) und experi-
mentell bestimmt (sieheTabelle 6.1)

Tabelle 6.1: Sto�system und Quelle, experimentelle Daten in Abbildung 6.2

]1 Nylon in Silikon•ol [65]
]2 Polyester in Silikon•ol [65]
]3 Glasfasernin Nylon [77]
]4 Glasfasernin PBT [77]
]5 Glasfasernin Polycarbonat [77]

6.1.4 Spannungstensor

Der Spannungstensorwurde allgemeinin Kapitel 3 bereits in einenAnteil einer newtonschen
Matrix
 •ussigkeit Ss und einen Polymeranteil Sp zerlegt. F•ur eine Fasersuspensionwird ein-
gef•uhrt:

S = Ss + SF : (6.30)

Die Kopplung der dispersen und kontinuierlichen Phase aneinander erfolgt somit in der
Impulserhaltungsgleichung •uber den Spannunsgtensorund in der Di�eren tialgleichung des
Kon�gurationstensors •uber den Deformationsgeschwindigkeits- und Rotationsgeschwindig-
keitstensor. F•ur den Faserspannungstensor wird der bekannte Ansatz von Lipscomb [80]
verwendet mit:

SF = 2� s D + 2� s �( � 1D + � 2D : A (4) ); (6.31)

� 1 = 2;

� 2 =
r 2

2ln r
: (6.32)

6.2 Numerische Metho den

Die zu l•osendenpartiellen Di�eren tialgleichungen-/ gleichungssystemesind die drei Kom-
ponenten der Cauchy-Gleichung zur Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes, die Druck-
korrekturgleichung inkompressiblerFluide als Ersatz f •ur die Massenbilanz zur Berechnung
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desDruckgradienten sowie das Di�eren tialgleichungssystemf•ur die sechs Komponenten des
symmetrischen Kon�gurationstensors. In dieser Arb eit wurden die Bestimmungsgleichun-
gen des Kon�gurationstensors in den Algorithm us f•ur inkompressible newtonsche Fluide
von Openr FOAM 2 implementiert. Openr FOAM ist ein quello�ener Code unter der GNU
General Public Licence in der Programmiersprache C++, der die Finite-Volumen-Methode
verwendet. Die Diskretisierung der Di�eren tialgleichungen kann bei OpenFOAM mit un-
strukturierten polyhedralen Netzen vorgenommenwerden. Aufgrund der in dieser Arb eit
berechneten Geometrien (Zylinderumstr •omung, Str•omung durch einen 90� Kr •ummer) wur-
de ein blockstrukturiertes Hexaedernetzverwendet.

Der Druckgradient wurde mit dem bekannten PISO-Algorithm us berechnet. Eine ausf•uhrli-
che Darstellung ist u. a. bei [21] sowie in jedem Standardwerk zur numerischen Str •omungs-
berechnung zu �nden, sodassauf eineausf•uhrliche Darstellung verzichtet wird. F•ur die Zeit-
diskretisierung wurde in den zu l•osendenDi�eren tialgleichungen mit dem Crank-Nicholson
Verfahren eineDiskretierung zweiter Ordnung verwendet. Um einem•oglichst hoheStabilit •at
der L•osungsmethoden zu erreichen, wird in der Chauchy-Gleichung der Newtonsche Anteil
desdi�usiv en Impulstransports implizit behandelt,wie esauch f •ur die Str•omungsberechnung
Newtonscher Fluide •ublich ist. Der zus•atzliche Spannungsanteil desnicht-Newtonschen Me-
diums wird explizit behandelt.

In der Finite-Volumen Methode werden integrale Formulierungen der jeweiligen Di�eren-
tialgleichungen gel•ost. Volumenintegrale werden mit dem Gau�schen-Satz in Ober
 •achen-
integrale •uberf•uhrt. Die Ordnung und Genauigkeit der Diskretisierung wird dann von der
Interpolationsmethode zur Berechnung der ben•otigten Werte auf den Ober
 •achenmittel-
punkten aus den Werten im Mittelpunkt der diskreten Kontrollv olumen bestimmt. Werden
die Werte der Bestimmungsgr•o�e einer Di�eren tialgleichung in den Ober
 •achenmittelpunk-
ten durch lineare Interpolation ausdenbenachbarten Zellmittelpunkten berechnet, entspricht
diesder Diskretisierung von Gradienten mit zentralen Di�erenzen in einerFinite-Di�erenzen-
Methode. In der Regel wurden in dieser Arb eit alle Interpolationen mit einer linearen In-
terpolation aus den benachbarten Zellmittelpunktsw erten durchgef•uhrt (Benennung dieses
Interpolationschemasin Openr FOAM:

"
Gausslinear\ ). Die Zylinderumstr •omung erforderte

aufgrund der lokal hohen Gradienten des Geschwindigkeitsfeldeszur Erh •ohung der nume-
rischen Stabilit •at die diskretisierung de r konvektiven Terme in der Cauchy-Gleichung und
in der Di�eren tialgleichung desFaserkon�gurationstensors mit einem ged•ampften Verfahren
h•oherer Ordnung. Dabei wurde mit dem SFCD-Verfahren (SFCD =

"
Self-�ltered central

di�erencing\ ) eine NVD-Metho de verwendet (NVD =
"
Normalised Variable Diminishing\ ).

NVD-Metho den gew•ahrleisten, dassdie jeweiligen Bestimmungsgr•o�en einer Di�eren tialglei-
chung begrenztbleiben. DieseMethode wurde aufgrund ihrer charakteristischen Eigenschaf-
ten bez•uglich der Genauigkeit und Stabilit •at ausgew•ahlt. F•ur eineDiskussionder zugrunde-
liegendenGleichungen und die Diskussiondieserund anderer Diskretisierungsmethoden im
Vergleich miteinander wird an dieserStelle auf die Literatur verwiesen[21].

6.2.1 DGL-System des Faserkon�gurationstenso rs

Gleichung (6.11) ist ein gekoppeltes, quasilinearesDi�eren tialgleichungssystemerster Ord-
nung f•ur den Kon�gurationstensor. Um die numerische Stabilit •at der L•osungsmethoden zu
erh•ohen, wurden m•oglichst viele Terme der rechten Gleichungsseite bei Verwendung des

2www.openFOAM.org
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IBOF-5 Schlie�ungsansatzesals impliziter Quellterm behandelt. Es ergibt sich:

@A
@t

+ (v � r )A + Q IBOF
imp = � (W � A � A � W ) + � F (D � A + A � D )

+ 2D r (� � 3A ) + Q IBOF
exp : (6.33)

Q IBOF
imp = 2� F

2

6
4

� 2

6
A (� : D ) +

� 3

3
A (A : D )

| {z }
(1)

+
� 5

6
A (B : D )

| {z }
(2)

3

7
5 ; (6.34)

Q IBOF
exp = � 2� F

�
� 1

3
(tr (D )� + 2D ) +

� 2

6
(� (A : D ) + 4A � D )

+
2� 3

3
A � (D � A ) +

� 4

6
(� (B : D ) + B (� : D ) + 2(B � D )T + 2B � D )

+
� 5

6
(B (A : D ) + 4A � (D � B )) +

� 6

3
(B (B : D ) + 2B � (D � B ))

�
: (6.35)

Die Linearisierung der Terme(1) und (2) in Gleichung (6.34) erfolgt im L•osungsalgorithmus
mit den Werten der jeweils letzten Iterationsstufe von A .

6.2.2 Randbedingungen

Als Randbedingungwird f•ur alle Berechnungenangenommen,dassdie Str•omung am Austritt
der Geometrie einen vollst•andig ausgebildetenZustand erreicht hat, was durch eine ausrei-
chend langeStr•omungsstrecke stromabw•arts desZylinders bzw. 90� -Kr •ummersgew•ahrleistet
wird. Die verwendetenRandbedingungenf•ur den Druck sind in dieserArb eit eineNeumann-
Randbedingungim Str•omungseintritt (Nullgradient), sowie eineDirichlet-Randbedingungim
Austritt (p = 0). F•ur dasGeschwindigkeitsfeld wurde im Eintritt dasGeschwindigkeitspro�l
einer vollst•andig ausgebildetenlaminaren Kanalstr •omung einesnewtonschen Fluids vorgege-
ben. Im Austritt wird f•ur das Geschwindigkeitsfeld ebenfalls eineNeumann-Randbedingung
(Nullgradient) angenommen.An festen W•anden gilt die Haftbedingung (v = 0) verwendet.
F•ur den Kon�gurationstensor wird im Str•omungseintritt die Gleichgewichtskon�guration
(isotroper Orientierungszustandder Fasernin alle Raumrichtungen) gesetzt.Weiterhin wur-
de bei der Zylinderumstr •omung f•ur einevergleichendeDiskussionauch ein zweidimensionaler
Gleichgewichtszustand, sowie einevollst•andigeAusrichtung der Fasernin Str•omungsrichtung
vorgegeben. Im Austritt sowie auf den festenW•andengilt f•ur den Kon�gurationstensor eine
Nullgradienten-Randbedingung.

6.2.3 L•osungsmethoden der linearen Gleichungssysteme

Die nach der Linearisierung und Diskretisierung erhaltenen linearen Gleichungssystemewer-
den in dieser Arb eit mit den in Openr FOAM implementierten Verfahren gel•ost. F•ur das
Gleichungssystem der Druckkorrekturgleichung wird mit dem ICCG-L •oser (

"
Incomplete-

Cholesky conjugate gradient\ ) eine vorkonditionierte Methode f •ur eine symmetrische Ko-
e�zien tenmatrix verwendet. Alle anderen Gleichungssystemewerden mit dem BICCG-
Verfahren gel•ost (

"
Incomplete-Cholesky biconjugate gradient\ ), einem Gleichungsl•oser f•ur

unsymmetrische Koe�zien tenmatrizen.
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6.3. Zylinderumstr •omung

6.3 Zylinderumstr •omung

Als Anwendungsfall der numerischen Str•omungsberechnung von Fasersuspenionenmit dem
geschlossenenIBOF-5 Modell f•ur konzentrierte Suspensionenund die Validerung der Mo-
delle und Berechnungsmethoden wird die von Yasuda et al. experimentell untersuchte Zy-
linderumstr •omung verwendet [81]. Zun•achst werden kurz die vorliegendenGeometrie- und
Sto�daten dargestellt.

6.3.1 Geometrie- und Sto�daten

Im experimentellen Aufbau wird von Yasuda et al. ein Flachkanal von 2 mm Dicke ver-
wendet. Die Str•omung wird in der experimentellen Auswertung als zweidimensional be-
trachtet und in der numerischen Berechnung in der z-Richtung durch Nullgradienten-
Randbedingungenin dieserRichtung f•ur dasDruck- und Geschwindigkeitsfeld als indi�eren t
angenommen.In einem Abstand L 1 = 160 mm vom Kanaleintritt ist ein Zylinder positio-
niert. Die weiteren Geometriema�e sind in Abbildung 6.3 gegeben.

PSfrag replacements
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L 1 L 2
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H 16 mm
Dz 12 mm
L 1 160 mm
L 2 140 mm
U 2.3 mm/s

Abbildung 6.3: Geometrieabmessungender Zylinderumstr •omung [81]

Die mittlere Eintrittsgeschwindigkeit betr•agt U = 2:3 mm/s. Als Matrix-Fl •ussigkeit wird
Polybuten mit einer Viskosit•at von � = 25 Pa s (bei Raumtemperatur und _
 = 0.1-101/s) ,
so dassdie Matrix in der vorliegendenGeometrie vollst•andig newtonsch ist. Die Dichte des
Polybutens betr•agt 0.89 g/cm3. Somit ergibt sich f•ur die mit der Kanalh•ohe H berechnete
Reynoldszahldie Gr•o�enordnung O(10� 3). F•ur einekonzentrierte SuspensionwerdenGlasfa-
sernmit einemFaservolumenanteil � Glas = 4 % suspendiert. Die Fasernbesitzeneinemittlere
L•angevon L = 0:8 mm und einen DurchmesserD = 12� m. Der zugeh•orige dimensionslose
Formfaktor ist r = 67. Aufgrund der von Yasuda et al. ausgewerteten L•angenverteilung der
Glasfasernk•onnendiesein der numerischen Berechnung als monodispersbetrachtet werden.
F•ur die Visualisierung der Faserorientierung werden im Experiment Vinyl-Faser mit einem
Volumenanteil von � Vin yl = 0:016 %, einer mittleren L•angeL = 1 mm, und einem Formfak-
tor r = 35 verwendet. Aufgrund des geringen Volumenanteils der Vinyl-Fasern gegen•uber
den Glasfasernwerden diese in der numerischen Berechnung nicht ber•ucksichtigt, da kein
signi�k anter Ein
uss auf die Orientierung der Glasfasernzu erwarten ist.

Mit den Gleichungen 6.27 und 6.32 ergibt sich f•ur das Fasermodell der Glasfasersuspension
der Parametersatz:

CI = 0:002709; � 1 = 2; � 2 = 533:

Im experimentellen Aufbau wird die Fasersupensionaus einemVoratstank durch eineRohr-
strecke in denKanal gepumpt und durchstr•omt im •Ubergangvon der Rohrstrecke zum Kanal
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eine unstetige Querschnittsk ontraktion. Aufgrund der hohen Dehngeschwindigkeiten in die-
sem •Ubergang werden die Fasern gr•o�ten teils in Str•omungsrichtung ausgerichtet. Der Ein-

uss der Eintrittsb edingung auf die Zylinderumstr •omung wird sp•ater diskutiert. Aufgrund
der Geometrie des Flachkanals und der Auswertemethoden zur Bestimmung der Faserori-
entierung betrachten Yasuda et al. die Str•omung als zweidimensional. Die Faserorientie-
rung kann experimentell nicht in einer zweidimensionalenSchicht bestimmt werden,sondern
basiert auf der Auswertung von Bilddaten einer Draufsicht auf den Kanal. Ein m•oglicher
Randein
uss auf die Orientierung ist somit in der Bestimmung der Orientierungsparame-
ter enthalten. Experimentell bestimmte physikalische Gr•o�en der Faserorientierung sind die
Komponenten eines zweidimensionalen Kon�gurationstensors, die dadurch aufgespannten
Orientierungsellipsen,der gr•o�te Eigenwert als skalaresOrientierungsma� sowie ein mittler-
er Orientierungswinkel ' x zwischen der Ellipsenhauptachseund der x-Achse.Anhand dieser
Gr•o�en werden die ModellergebnissedesgeschlossenenFaser-Modells validiert.

In der numerischen Berechnung wird die im Experiment als indi�eren te betrachtete Rich-
tung durch periodische Randbedingungenrealisiert, so dass die z-Richtung gradientenfrei
ist. Aufgrund der geringenKanalh•ohe und der langsamenStr•omungsgeschwindigkeit ist der
ben•otigte Rechenaufwand bereits so gro�, dassdie Ber•ucksichtigung der W•ande in der xz-
Ebenef•ur die numerische Berechnung unpraktik abel ist. Das dreidimensionaleFasermodell
wird alsoquasizweideimensionalverwendet, wobei sich die Gleichgewichtswerte desKon�gu-
rationstensors im zweidimensionalenund dreidimensionalenFall voneinanderunterscheiden
mit:

A GGW ;3D =

0

@
1
3 0 0
0 1

3 0
0 0 1

3

1

A ; A GGW ;2D =

0

@
0:5 0 0
0 0:5 0
0 0 0

1

A : (6.36)

Bei Vorgabe einesplanaren Gleichgewichtszustandesim Eintritt, bleibt der planare Orien-
tierungszustand der Fasernbei periodischen Randbedingungenin z-Richtung erhalten. Wie
sp•ater noch ausf•uhrlich diskutiert wird, ist die Eintrittsb edingungdesKon�gurationstensors
daher entscheidend f•ur den weiteren Orientierungszustand stromabw•arts.

Anisotrop er Faservolumenanteil Yasuda et al. haben zudem den lokalen Faservolumen-
anteil im Bereich der ausgebildetenKanalstr •omung vor und hinter dem Zylinder bestimmt
und festgestellt, dassdie Glasfaserkonzentration in Wandn•ahe geringer ist, als in der Kern-
str•omung (Abbildung 6.4). Um den Ein
uss des •ortlich inhomogenenFaseranteils auf den
Orientierungszustand zu untersuchen, wird in dem Modell eine Wandfunktion � Wandf :(y)
eingef•uhrt. Mit dem jeweils k•urzesten Abstand in Wandnormalenrichtung y+ wird die von
Yasuda et al. experimentell bestimmte Abnahme desFaseranteils in Wandn•ahe durch eine
lineare Funktion angen•ahert mit:

�( y+ ) =

8
<

:

� By+

yw
; y+ < yw ;

� B ; y+ � yw :
(6.37)

Der Faseranteil � B im wandfernen Bereich wird aus dem vorgegebenen •ortlich gemittelten
Gesamtfaseranteil berechnet. Bei Ergebnissenohneden zus•atzlichen Hinweisauf die Verwen-
dung von � Wandf :(y) wurde mit einem konstanten Faservolumenanteil gerechnet.
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Abbildung 6.4: Faseranteil in ausgebilde-
ter Kanalstr •omung, Glasfasersupension,Expe-
riment [81] und Pro�l mit linearer Wandfunk-
tion, Gl. (6.37)

6.3.2 Ergebnisse

Die ErgebnissedesFasermodells mit dem IBOF-5 Schlie�ungsansatz stimmen im Bereich der
ausgebildetenKanalstr •omung stromaufw•arts desZylinders sehrgut mit den experimentellen
Ergebnisse•uberein. In Abbildung 6.5 ist der maximale Eigenwert � max in Abh•angigkeit von
y stromaufw•arts bei x=H = � 1 aufgetragen.Abbildung 6.6 (1) zeigt die aus dem Kon�gu-
rationstensor berechneten zugeh•origen Orientierungsellipsen.Yasuda et al. charakterisieren
die Faserorientierung im Kanaleintritt aufgrund der Kontraktionsstr •omung im Einlaufbe-
reich der Kanalstrecke als vollst•andig ausgerichtet in Str•omungsrichtung. Die ver•o�en tlich-
ten Ergebnisseder Orientierungsellipsen zeigenzwar, dassder eingeschlosseneWinkel der
Ellipsenhauptachse mit der x-Achse null wird, jedoch gibt es einen signi�k anten Orientie-
rungsanteil in die anderenRaumrichtungen und der Orientierungszustand kann lediglich als
vorzugsweisein str•omungsrichtung ausgerichtet charakterisiert werden.Die Ergebnissein Ab-
bildung 6.5 wurden mit einem dreidimensionalenGleichgewichtszustand als Eintrittsb edin-
gung erhalten. In Abbildung 6.7 (links) sind die Ergebnissef•ur die beidenanderenm•oglichen
Grenzf•alle der Faserkon�guration im Eintritt dargestellt, n•amlich die vollst•andige Ausrich-
tung in x-Richtung und der zweidimensionaleGleichgewichtszustand in der xy-Ebene.Es ist
festzustellen,dass in der Kanalmitte im Bereich mit niedrigen Geschwindigkeitsgradienten
die Eintrittsk on�guration konvektiv in den Kanal transportiert wird und erhalten bleibt.
F•ur den Fall der zweidimensionalenGleichgewichtsverteilung und insbesonderef •ur die Ein-
trittsb edingung der vollst•andigen Ausrichtung der Fasern zeigensich deutliche Abweichun-
gen von dem experimentell gefundenenOrientierungszustand, so dassder dreidimensionale
Gleichgewichtszustand als bestm•ogliche Kon�guration im Eintritt ausgew•ahlt werden kann.
Da der Zylinder einen sehr gro�en Anteil desKanalquerschnitts versperrt bewirken die ho-
hen Geschwindigkeitsgradienten in diesem Bereich eine deutliche Ausrichtung der Fasern
in Str•omungsrichtung und es ist im Bereich stromabw•arts des Zylinders keine signi�k anter
Ein
uss der Eintrittsb edingung auf die Faserorientierung zu erwarten erwarten.

Neben dem IBOF-5 Modell mit Faser-Faser-Wechselwirkungen und •ortlich homogenemFa-
servolumenanteil wurde auch das Fasermodell mit hybridem Schlie�ungsansatz, sowie das
IBOF-5 Modell mit der Wandfunktion desFaseranteils sowie verschwindenden Faser-Faser-
Wechselwirkungen verwendet. Die zugeh•origen Orientierungsellipsen und Eigenwertpro�le
stromaufw•arts des Zylinders sind in den Abbildungen 6.6 und 6.7 (rechts) dargestellt. Die
Faser-Orientierung ist in Wandn•ahe aufgrund desabnehmendenFaservolumenanteils gerin-
ger. Mit abnehmendemFaseranteil wird der Interaktionskoe�zien t entsprechend Gleichung
(6.29) durch die Phan-Thien Gleichung berechnet, wasmehr Faser-Faser-Wechselwirkungen
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bewirkt. Yasuda et al. diskutieren die Faser-Wand-Wechselwirkungen und Auswirkungen
auf den Orientierungszustand an Hand eines

"

ip over\ E�ektes. Die numerischen Berech-

nungen mit abnehmendemFaservolumenanteil in Wandn•ahe zeigen, dass die Ans•atze f•ur
den Interaktionskoe�zien ten CI f•ur die Faser-Faser-Wechselwirkungen die bei Faser-Wand-
Wechselwirkungen auftretendenen E�ekte und Ein
 •usse auf die Orientierung der Fasern
nicht abbilden k•onnen. F•ur Faser-Wand-Wechselwirkungen existieren bisher keine geschlos-
senenoder ph•anomenologischen Modelle, weshalbim Folgendendie lokale Inhomogenit•at des
Faservolumenanteils in Wandn•ahe und Faser-Wand-Wechselwirkungen nicht ber•ucksichtigt
werden k•onnen.
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Abbildung 6.5: Glasfasersuspension, aus-
gebildete Kanalstr •omung, Vergleich Experi-
ment mit IBOF-5-Modellergebnissen
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(1) IBOF-5, Eintritt 3D GGW
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Abbildung 6.6: Glasfasersuspension, Orientierungsellipsen in ausgebildeter Kanal-
str•omung, Modellbezeichnung sieheTabelle

Dar•uber hinaus zeigendie Untersuchungen in dieserArb eit, dassdas Fasermodell mit dem
hybriden Schlie�ungsansatz den Orientierungsgrad der Fasern •ubersch•atzt, so dass � max

gr•o�er ist als beim IBOF-5 Modell und die k•urzere Halbachse der Orientierungsellipsen
kleiner ist (siehe Abbildung 6.7 und 6.6). Der Ein
uss des Schlie�ungsansatzesauf die Fa-
serkon�guration wird f•ur die Durchstr•omung eines90� -Kr •ummers ausf•uhrlich diskutiert.

Die Darstellung in Abbildung 6.8 zeigt die Orientierungsellipsender konzentrierten Glasfa-
sersuspensionin der N•ahe desZylinders. Je

"
schmaler\ die Ellipsen sind, desto st•arker die
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Abbildung 6.7: Glasfasersuspension,gr•o�ter Eigenwert; links (2D), rechts unterschiedliche
Modelle/Parameter entsprechend Tabelle 6.2

Tabelle 6.2: Benennung der Modell-Datens•atze in Abbildung 6.7

Nr. Modell Faserorient. im Eintritt

(1) IBOF-5 3D GGW
(2) hybrid 3D GGW
(3) IBOF-5 3D GGW, � Wandf :(y)
(4) IBOF-5 3D GGW, CI = 0

Ausrichtung der Fasernin eineHauptrichtung. Beim Auftre�en auf den Zylinder werdendie
Fasern entlang der Zylinderkontur ausgerichtet. Im Bereich der Querschnittsv erengungbe-
wirken die hohen Geschwindigkeitsgradienten eine fast vollst•andige Ausrichtung der Fasern
in Str•omungsrichtung. Stromabw•arts gibt eseinen Bereich in der Kanalmitte mit hoher Fa-
serorientierung in Str•omungsrichtung und ebenfallsin Wandn•ahe.In demBereich dazwischen
wechselt der Orientierungswinkel der Ellipsen dasVorzeichen und die Orientierungszust•ande
sind breiter verteilt.

PSfrag replacements
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Abbildung 6.8: Glasfasersuspension,IBOF-5, Orientierungsellipsen
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Die Darstellung des Orientierungswinkels stromabw•arts im Querschnitt x=H = 1 in Ab-
bildung 6.9 (links) zeigt eine hohe •Ubereinstimmung zwischen numerischer Berechnung und
denexperimentellen Ergebnissen.Der Ausrichtungsgrad der Fasernwird mit � max im rechten
Teil der Abbildung bei x=H = 1 durch das Modell nicht gut vorhergesagt.Das Fasermodell
liefert eine zu hohe Orientierung der Fasern in die durch ' x charakterisierte Raumrichtung,
d.h. die Breite der Orientierungsverteilungsfunktion ist zu gering. Das Pro�l f •ur � max an der
Stelle x=H = 0:5 zeigt qualitativ den experimentell bestimmten Verlauf bei x=H = 1, d.h. im
Vergleich zum Experiment ist in der numerischen Berechnung der Bereich im Nachlauf des
Zylinders zwischen Kanalmitte und Wand mit einer breiteren Orientierungsverteilung der
Fasernin der x-Richtung geringerausgedehnt. Daraus ergibt sich die gefundeneAbweichung
desModellergebnisseszum experimentellen Ergebnis.
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Abbildung 6.9: Glasfasersuspension, IBOF-5, links: eingeschl. Winkel der Ellipsenhaupt-
achse mit der x-Achse, rechts: � max , Experiment und numerisch x=H = 1, numerisch,
x=H = 0:5

Yasuda et al. haben dar•uber hinaus den gr•o�ten Eigenwert entlang der x-Achse an den
Positionen y = 0:5H (Kanalmitte), y = 0:75H und y = 0:94H bestimmt. Diese Pro�le
sind in Abbildung 6.10 dargestellt. Die Abweichung des berechneten Eigenwertes von den
experimentellen Ergebnissenin der Kanalmitte stromaufw•arts desZylinders (Abbildung f•ur
y = 0:5H ) wurde bereits oben diskutiert und ist auf die Eintrittsb edingung der Faserkon�-
guration im Kanaleintritt zur•uckzuf•uhren.

Abbildung 6.11 zeigt die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors u in x-Richtung und
v in y-Richtung, jeweils normiert mit der mittleren Eintrittsgeschwindigkeit U f •ur die kon-
zentrierte Glasfasersuspenion und die newtonsche Matrix ohne Fasern. Der Geschwindig-
keitsgradient @u

@y liegt stromaufw•arts im Bereich der ausgebildetenKanalstr •omung zwischen
[-1, 1] 1/s und im Zylinderspalt (bei x = 0) zwischen [-25, 25]1/s, wodurch die Fasern fast
vollst•andig in Str•omungsrichtung orientiert werden. Insbesonderein Zylindern •ahe strom-
aufw•arts (siehe Pro�le bei x = � 3=4D, x = � 1=2D und x = � 1=4D) wird das Geschwin-
digkeitsfeld durch die Fasern gegen•uber der Str•omung des newtonschen Fluids beei
usst.
In den Querschnitten bei x = � 3=4D und x = � 1=2D ist die Komponente in x-Richtung
f•ur y=H > 0:8 und in y-Richtung f•ur y=H > 0:9 f•ur die Fasersuspensiongr•o�er als f•ur die
newtonsche Matrix
 •ussigkeit. F•ur kleinere Werte von y um den gleichen Betrag geringer.
Im Bereich der Querschnittsv erengung(x = 0) sind die Geschwindigkeitspro�le der beiden
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Abbildung 6.10: Glasfasersuspension,
IBOF-5, � max Vergleich numerische
L•osungund Experiment

Fluide nahezu identisch. Stromabw•arts des Zylinders sind die Geschwindigkeitskomponen-
ten im Bereich x < 3=4D f•ur die Fasersuspensiongr•o�er als f•ur das newtonsche Fluid. Die
Fasern beein
ussen das Geschwindigkeitsfeld besondersin den Bereichen, wo aufgrund der
Str•omungsumlenkungdurch den Zylinder eine Umorientierung der Fasernaus dem Zustand
der ausgebildetenKanalstr •omung erfolgt. In diesen Bereichen sind die Komponenten des
Faser-Spannungstensorsum den Faktor zehngr•o�er, als in der ausgebildetenKanalstr •omung
(Abbildung 6.12).
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Abbildung 6.11: Zylinderumstr •omung, Geschwindigkeitskomponenten u in x- und v in
y-Richtung, Glasfasersupensionmit IBOF-5 ( |{ ) und NewtonschesFluid ( - - )
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6.3. Zylinderumstr •omung

Abbildung 6.12: Glasfasersusoension,
IBOF-5, Komponenten des Faser-
SpannungstensorsSF
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6. Fasersuspensionen

6.4 Durchstr •omung eines 90� -Kr •ummers

Die Diskussionder Ergebnissef•ur die Berechnung der Zylinderumstr •omung einerkonzentrier-
ten Glasfasersuspensionmit dem geschlossenenFaser-Modell und IBOF-5 Schlie�ungsansatz
hat eine hohe •Ubereinstimmung zwischen den Berechnungsergebnissenund experimentellen
Ergebnissengezeigt. Da der hybride Schlie�ungsansatz gegen•uber der invariantenbasierten
Schlie�ung IBOF-5 von Chung und Kw on bisher als weitaus popul•arer einzustufen ist,
wird f•ur die Str•omung durch einen 90� -Kr •ummer der Ein
uss desSchlie�ungssansatzesauf
die Faserkon�guration untersucht. Sowohl die Faserkonzentration als auch der Formfaktor
werden variiert.

6.4.1 Geometrie- und Sto�daten

Die im Folgendenmodellierte Fasersuspensionbesteht ausGlasfasernmit einer newtonschen
Polybuten Matrix (Stanchem Indopol H100, M = 920 g/mol) [58,59], wobei die Viskosit•at
von Sepeher et al. mit � = 24 Pa s angegeben wird. Die suspendierten Fasern haben eine
mittlere L•ange L = 260� m und einen mittleren DurchmesserD = 14� m. Der zugeh•ori-
ge Formfaktor ist r = 20. Sepehr et al. verwenden f•ur experimentelle Untersuchungen
Suspensionenim halbverd•unnten und konzentrierten Bereich desFaseranteils (Tabelle 6.3).
Anhand von

"
startup\ und

"
reverse-shearing\ Experimenten haben Sepehr et al. f •ur den

Kopplungskoe�zien ten � 2 = 150 bestimmt. Der Interaktionskoe�zien t CI wird wie bereits
im vorherigen Abschnitt aus der abschnittsweisede�nierten Funktion von Bay und Phan-
Thien berechnet (Gleichung (6.29)).

Tabelle 6.3: Glasfasersuspensionenbei Sepehr et al., Konzentrationen in [59] und CI

Gew% � Volumen % � r CI

PB05 5 1.58 halbverd•unnt 0.316 0.0021
PB10 10 3.27 halbverd•unnt 0.654 0.0041
PB20 20 7.06 konzentriert 1.412 0.0067

Abbildung 6.13 zeigt schematisch die Kr •ummergeometrie mit verwendeten Koordinaten-
systemenund Bezeichnungen. yd bezeichnet das lokale Koordinatensystem f•ur den Kanal
stromabw•arts des Kr •ummers in Str•omungsrichtung. Die Ergebnissewerden u. a. als Pro-
�l •uber den Kanalquerschnitt dargestellt mit ' 1 = 22:5� , ' 2 = 45� und ' 3 = 67:5� .
Der Kr •ummer wird als zweidimensionalesProblem berechnet, so dassdie Geometrie in z-
Richtung als unendlich ausgedehnt betrachtet wird.

6.4.2 Ergebnisse

Als Randbedingung des Kon�gurationstensors wurde die dreidimensionaleGleichgewichts-
kon�guration vorgegeben. In den Abbildungen 6.14, 6.15, 6.16, 6.17 und 6.18 sind die
Orientierungsellipsen im Kr •ummer und stromabw•arts f•ur r = 20 und die beiden Schlie-
�ungsans•atze dargestellt. Gegen•uber dem IBOF 5-Schlie�ungsansatz liefert der hybride
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Abbildung 6.13: 90� Kr •ummer, Geometrie

Schlie�ungsansatz insbesonderein Wandn•ahe eine engereOrientierungsverteilung bzw. ei-
ne st•arkere Ausrichtung in Str•omungsrichtung. In der Kanalmitte verbleibt aufgrund der
Randbedingung im Eintritt und der niedrigen Geschwindigkeitsgradienten ein Bereich, in
welchem die Faserorientierung breiter verteilt ist. Mit zunehmendemFaseranteil nimmt die
Orientierbarkeit der Fasernbei der Durchstr•omung aufgrund der zunehmendenFaser-Faser-
Wechselwirkungenab und die Fasernwerden weniger stark in Str •omungsrichtung orientiert.
Ein zunehmenderFormfaktor r hat aufgrund der zugrundegelegtenGleichungen f •ur den In-
teraktionskoe�zien ten den gleichen Ein
uss auf die Faserorientierung wie der zunehmende
Faseranteil bei konstantem r (Abbildung 6.19).

HYBRID IBOF�5

Abbildung 6.14: r = 20; � = 1:58 %
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Abbildung 6.15: r = 20; � = 1:58 %

HYBRID IBOF�5

Abbildung 6.16: r = 20; � = 3:27 %
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Abbildung 6.17: r = 20; � = 3:27 %
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Abbildung 6.18: r = 20; � = 7:06 %

HYBRID IBOF

Abbildung 6.19: r = 100; � = 1:58 %

Um die Modellunterschiede durch den Schlie�ungsansatz besserquanti�zieren zu k•onnen,
werdenPro�le desgr•o�ten Eigenwertesin dengleichen Querschnitten dargestellt, wie die Ori-
entierungsellipsen.(Abbildungen 6.20, 6.21und 6.22). Der gr•o�te Eigenwert � max wird durch
den hybriden Schlie�ungsansatz in Wandn•aheum bis zu 10%gegen•uber dem IBOF-5 Schlie-
�ungsansatz •ubersch•atzt. Sozeigt dasPro�l bei ' 3 = 67:5� mit dem hybriden Schlie�ungsan-
satz im Gegensatzzum IBOF-Mo dell zwei lokale Orientierungsminima, d.h. zwei

"
Str•ahnen\

mit einer breiteren Orientierungsverteilung. Die Fasern innerhalb dieser
"
Str•ahne\ werden

stromabw•arts desKr •ummers erst allm•ahlich wieder in den Orientierungszustand der ausge-
bildeten Kanalstr •omung umorientiert. Die mit dem IBOF-Mo dell berechnete Faserorientie-
rung in der •au�eren H•alfte des Kr •ummers ist str•arker in Str•omungsrichtung ausgerichtet.
Die Ergebnissedeshybriden Modells weisenim Pro�l bei yd = 5H in der Kanalmitte immer
noch einen Bereich mit einer engerenOrientierungsverteilung auf, als in der ausgebildeten
Kanalstr •omung.

Der Ein
uss desFormfaktors ist f•ur dasIBOF-5 Modell und einemFaseranteil von � = 1:58%
in den Abbildungen 6.23, 6.24, 6.25 dargestellt. Obwohl der Formfaktor um den Faktor f •unf
auf r = 100 erh•oht wurde, sind die Orientierungspro�le (� max ) f•ur den gr•o�eren Formfaktor
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wert � max am Eintritt desKr •ummers bei x = 0, Schlie-
�ungsansatz habrid (hy.) und IBOF-5 (IB.)
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Abbildung 6.21: r = 20, � = 1:58%, gr•o�ter Eigenwert � max , radiale Pro�le bei ' 1, ' 2

und ' 3, Schlie�ungsansatz habrid (hy.) und IBOF-5 (IB.)

in Wandn•ahe zu etwas geringerenWerten von � max verschoben.
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Abbildung 6.22: r = 20, � = 1:58%,IBOF-5, gr•o�ter Eigenwert � max , Pro�le stromabw•arts
desKr •ummers, Schlie�ungsansatz habrid (hy.) und IBOF-5 (IB.)

6.5 Zusammenfassung

Mit dem geschlossenenIBOF-5 Fasermodell wurde f•ur eine konzentrierte Glasfasersuspen-
sion die Umstr•omung einesZylinders quantitativ mit experimentellen Literaturergebnissen
von Yasuda et al. validiert. Die Fasermodelle besitzenals freie Modellparameter die soge-
nannten Kopplungskoe�zien ten, die den Faserspannungstensorvom Kon�gurationszustand

92



6.5. Zusammenfassung

0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1
r=20
r=100

PSfrag replacements

� max

y=
H

x = 0

Abbildung 6.23: Vergleich r = 20 und r = 100, � =
1:58 %, IBOF-5, gr•o�ter Eigenwert � max am Eintritt des
Kr •ummers bei x = 0
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Abbildung 6.24: r = 20, � = 1:58%, IBOF-5, gr•o�ter Eigenwert � max , radiale Pro�le bei
' 1, ' 2 und ' 3
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Abbildung 6.25: Vergleich r = 20 und r = 100, � = 1:58%, IBOF-5, gr•o�ter Eigenwert
� max , Pro�le stromabw•arts desKr •ummers

der Fasernabh•angigmachen. F•ur halbverd•unnte und konzentrierte Suspensionenist mit dem
Faser-Faser-Interaktionskoe�zien ten ein weiterer Modellparameter vorhanden.F •ur diesePa-
rameter wurde aus empirischen Gleichungen in Abh•angigkeit des Faservolumenanteils und
desFormfaktors ein Parametersatz f•ur die numerische Berechnung ermittelt. Experimentell
und numerisch bestimmt wurde der gr•o�te Eigenwert desKon�gurationstensors als skalares
Orientierungsma� sowie die durch den Kon�gurationstensor aufgespannten Orientierungsel-
lipsen und Hauptorientierungswinkel. Sowohl im Bereich der ausgebildetenKanalstr •omung
als auch im Zylindernachlauf konnte gezeigt werden, dassdie Faserorientierung durch das
Modell einehohe •Ubereinstimmung zu den experimentellen Ergebnissenliefert. Lediglich der
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6. Fasersuspensionen

Grad der Ausrichtung wird im Zylindernachlauf •ubersch•atzt. Da zun•achst nur Berechnungen
mit empirischen Standardparameters•atzen durchgef•uhrt wurden, ist die •Ubereinstimmung
zwischen den experimentellen und theoretischen Ergebnissenbereits sehr gut. Erg•anzend
k•onnten die freien Parameter an viskosimetrische Str•omungen der betrachteten Suspension
angepasstwerden. Hierf •ur fehlte jedoch bisher f•ur die betrachtete Suspension eine ausrei-
chende Datenbasis. Dar•uber hinaus wurden verschiedene Modelle in der Str•omung durch
einen90� -Kr •ummer miteinander verglichen. Mit dem hybriden Schlie�ungsansatz wurde ein
popul•arer Ansatz implementiert, der im Vergleich zu dem auf den Invarianten desKon�gura-
tionstensorsbasierendenIBOF-5 Ansatz von Chung und Kw on denGrad der Faserorientie-
rung in Str•omungsrichtung •ubersch•atzt. Abschlie�end wurde herausgestellt,dassdie Fasern
in Bereichen mit hohen Geschwindigkeitsgradienten (z. B. an den Kanalw•anden) st•arker in
Str•omungsrichtung orientiert werden. Im Bereich mit niedrigen Gradienten (Kanalmitte)
wird die Faserkon�guration, die im Eintritt der Geometrie vorgegeben wurde, konvektiv
durch den Kr •ummer transportiert. Die Wahl der Faserkon�guration im Str •omungseintritt
ist insbesonderef•ur die Str•omungsberechnung von Teilen komplexer Geometrien von gro�er
Bedeutung und m•oglichst gut an reale Orientierungszust•ande anzupassen.
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7 Zusammenfassung

Wie zahlreich sind die Dinge, derer ich nicht bedarf.
Sokrates

In der vorliegendenArb eit wurden Str•omungenvon Polymerl•osungenund Fasersuspensionen
mit Mikro-Makro-Mo dellen numerisch berechnet und der Ein
uss der Str •omungsparameter
auf den mikrostrukturellen Orientierungszustandcharakterisiert. Ziel deserstenTeils der Ar-
beit war die Berechnung viskosimetrischer Str•omungen von Polymerl•osungenmit Modellen
unterschiedlicher Modellierungstiefe.Im Mittelpunkt stand dabei die oszillierendenScherung
mit gro�er Deformationsamplitude (LA OS-Str•omung). Dieseist f•ur die experimentelle, rheo-
logische Charakterisierung bedeutsam,jedoch bisher in der Literatur f •ur o�ene und geschlos-
seneFeder-Hantel-Modelle f•ur Polymerl•osungennicht diskutiert. In der vorliegendenArb eit
wurde f•ur ein o�enes Feder-Hantel-Modell mit nichtlinearem Federkraftgesetzdie Warschein-
lichkeitsverteilungsfunktion der Kon�guration durch eine deterministische L •osungsmethode
der Fokker-Planck-Gleichung mit Finiten-Di�erenzen berechnet. Die Gr •o�e deszu diskreti-
sierendenKon�gurationsraumes konnte durch ein federmittenzentriertes Koordinatensystem
gegen•uber dem bisher •ublichen kugelzentrierten Koordinatensystemverkleinert werden und
so der Rechenaufwand f•ur die numerische L•osung der Di�eren tialgleichung erheblich redu-
ziert werden. Mit den geschlossenenModellen FENE-L, -P und -CR wurden dar•uber hinaus
drei Ans•atze mit geringerer Modellierungstiefe implementiert, die anhand des Kon�gurati-
onstensorsnur noch Aussagen•uber den mittleren Kon�gurationszustand der Feder-Hanteln
erm•oglichen. Zus•atzlich wurde f•ur station•are Scher- und Dehnstr•omungen der Str•omungs-
ein
uss auf die mittlere Federl•ange herausgestellt.Dar•uber hinaus wurden anhand der Ei-
genvektoren und -werte des Kon�gurationstensors Orientierungsellipsoiden berechnet und
die Breite der Orientierungsverteilung in Abh•angigkeit der Scher- und Dehngeschwindigkeit
diskutiert. Insbesonderedie Berechnung der Orientierungsellipsoiden lieferte dabei wichtige
Informationen •uber den mikrostrukturellen Orientierungszustand, wie z.B. den Orientie-
rungsgrad in Abh•angigkeit der Str•omungsparameter.

Daso�ene Feder-Hantel-Modell wurde mit dengeschlossenenModellenFENE-L und -P in os-
zillierender Scherstr•omung bei kleiner und gro�er Deformationsamplitude verglichen (SAOS-
und LAOS-Str•omung). Die Implementierung der deterministischen Methode zur L•osungder
Fokker-Planck Gleichung erm•oglichte aufgrund der hohen Genauigkeit die Bestimmung der
Frequenzspektren auch bei nur geringen Intensit•aten der h•oherenFrequenzanteile. F•ur das
FENE-L Modell erreichte die Summeder Intensit•aten der ersten drei h•oherenFrequenzan-
teile im diskutierten Parameterfeld (
 0 � [0:2; 10], De � [0:2; 20]) f•ur die Spannungen bis
zu 30% der Intensit•at der Grundfrequenz. F•ur die Spur des Kon�gurationstensors betrug
dieseimmerhin noch bis zu maximal 5% der Grundfrequenzintensit •at. Mit zunehmenderDe-
formationsamplitude richteten sich die Feder-Hanteln in eine bevorzugte Raumrichtung aus
und mit steigenderDeborah-Zahl wurde die Schwingungsamplitude des Winkels zwischen
der gr•o�eren Ellipsenhauptachseund der y-Achsegeringer.Der numerische Algorithm us f •ur
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das o�ene FENE-Modell hat sich bis zu einer dimensionslosenSchergeschwindigkeitsampli-
tude (Weissenberg-Zahl) von We=15 als sehr stabil erwiesen.Die in der Verteilungsfunktion
auftretenden hohenGradienten f•uhrten erst bei noch gr•o�eren Weissenbergzahlenzu unphy-
sikalischen Oszillationen. Das geschlosseneFENE-L Modell hat sich in oszillierender Sche-
rung als eine gute N•aherung an das o�ene Feder-Hantel-Modell erwiesen,wobei die mittlere
Federl•ange durch das geschlosseneModell allerdings etwas •ubersch•atzt wird. Die Ausrich-
tung der Orientierungsellipsoidenstimmte f•ur die unterschiedlichen Modelle auch bei gro�en
Deformationsamplituden gut •uberein.

In einem zweiten Teil der Arb eit wurden geschlosseneMikro-Makro-Mo delle f •ur die nu-
merische Berechnung von komplexen Str•omungen eingesetzt und diskutiert. F•ur eine Zy-
linderumstr •omung wurde das Modell einer konzentrierten Glasfasersuspension mit Faser-
Faser-Wechselwirkungen und dem auf den Invarianten des Kon�gurationstensors basieren-
dem Schlie�ungsansatz IBOF-5 von Chung und Kw on erfolgreich mit experimentellen Li-
teraturergebnissenvon Yasuda et al. validiert. Experimentell und numerisch bestimmt wur-
den u. a. der gr•o�te Eigenwert desKon�gurationstensors als skalaresOrientierungsma� sowie
die durch den Kon�gurationstensor aufgespannten Orientierungsellipsenund derenOrientie-
rungswinkel. Sowohl im Bereich der ausgebildetenKanalstr •omung als auch im Zylindernach-
lauf konnte gezeigtwerden, dassdie durch das Modell vorhergesagteFaserorientierung eine
hohe •Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissenliefert. Obwohl hier empiri-
sche Standardparameters•atze desFasermodells verwendet wurden, ist die •Ubereinstimmung
zwischen der numerischen Str•omungsberechnung und experimentellen Ergebnissenso gut,
dass das geschlosseneFaser-Modell mit dem IBOF-5-Schlie�ungsansatz und Faser-Faser-
Wechselwirkungen als praxistauglich f•ur die makroskopische Str•omungsberechnung von Fa-
sersuspensioneneingestuft werden kann. Lediglich die Verteilungsbreite der Orientierung
wurde im Zylindernachlauf teilweiseuntersch•atzt. Dar•uber hinaus wurden am Beispiel der
Str•omung durch einen 90� -Kr •ummer die Schlie�ungsans•atze

"
IBOF-5\ und

"
hybrid\ mit-

einanderverglichen. Mit dem hybriden Schlie�ungsansatz wurde ein popul•arer Ansatz imple-
mentiert, der im Vergleich zum IBOF-5 Ansatz denGrad der Faserorientierung in Str •omungs-
richtung •ubersch•atzt. Abschlie�end wurde herausgestellt,dassdie Fasern in Bereichen mit
hohenGeschwindigkeitsgradienten (z. B. an denKanalw•anden)st•arker in Str•omungsrichtung
orientiert werden. Im Bereich mit niedrigen Gradienten (Kanalmitte) wird die Faserkon�-
guration, die im Eintritt der Geometrie vorgegeben wurde, konvektiv durch den Kr •ummer
transportiert. Numerische Berechnungsergebnissewurden mit experimentellen Untersuchun-
gen f•ur eine konzentrierte Suspensionerfolgreich quantitativ validiert und eswurde gezeigt,
dass die implementierten Modelle f•ur die Vorhersagedes Orientierungszustandesder be-
trachteten Fasersuspension geeignetsind. In der Literatur sind dazu bisher keine Beitr •age
vorhanden.
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A.3 Diskretisierte Randbedingung der FP-Gleichung f•ur # = 0

In diskretisierter Form mit zentralen Di�renzen zweiter Ordnung erh•alt man aus Gl. (3.27)
f•ur #i = 0 mit einem •aquidistanten Gitter in #-Richtung und dem Gitterabstand � #:
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Die nicht mehr zum Rechengebietgeh•orendenPunkte # i � 1 und #i � 2 k•onnendurch Drehung
um � in ' -Richtung durch # i +2 und #i +1 ersetzt werden und esergibt sich:

sin(#i +1 )
4� #2 ( i +2 ;' =0 �  i;' =0 +  i +2 ;' = � �  i;' = � ) = 0;

)  (# = 0) =
1
2
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A.4 Fasersuspension: IBOF-5 Schlie�ungsansatz

Die Konstanten desSchlie�ungsansatzesvon Chung und Kw on in Gleichung (6.22) lauten:

Tabelle A.1: IBOF-5 Parametersatz

c(i; j ) i = 3 i = 4 i = 6

j = 1 0.24940908165786e+02 -0.497217790110754e+00 0.234146291570999e+02
j = 2 -0.435101153160329e+03 0.23498797511405e+02 -0.412048043372534e+03
j = 3 0.372389335663877e+04 -0.391044251397838e+03 0.319553200392089e+04
j = 4 0.703443657916476e+04 0.153965820593506e+03 0.573259594331015e+04
j = 5 0.823995187366106e+06 0.152772950743819e+06 -0.485212803064813e+05
j = 6 -0.133931929894245e+06 -0.213755248785646e+04 -0.605006113515592e+05
j = 7 0.880683515327916e+06 -0.400138947092812e+04 -0.477173740017567e+05
j = 8 -0.991630690741981e+07 -0.185949305922308e+07 0.599066486689836e+07
j = 9 -0.159392396237307e+05 0.296004865275814e+04 -0.110656935176569e+05
j = 10 0.800970026849796e+07 0.247717810054366e+07 -0.460543580680696e+08
j = 11 -0.237010458689252e+07 0.101013983339062e+06 0.203042960322847e+07
j = 12 0.379010599355267e+08 0.732341494213578e+07 -0.556606156734835e+08
j = 13 -0.337010820273821e+08 -0.147919027644202e+08 0.567424911007837e+09
j = 14 0.322219416256417e+05 -0.104092072189767e+05 0.128967058686204e+05
j = 15 -0.257258805870567e+09 -0.635149929624336e+08 -0.152752854956514e+10
j = 16 0.214419090344474e+07 -0.247435106210237e+06 -0.499321746092534e+07
j = 17 -0.449275591851490e+08 -0.902980378929272e+07 0.132124828143333e+09
j = 18 -0.213133920223355e+08 0.7249697968073995e+07 -0.162359994620983e+10
j = 19 0.157076702372204e+10 0.487093452892595e+09 0.792526849882218e+10
j = 20 -0.232153488525298e+05 0.138088690964946e+05 0.466767581292985e+04
j = 21 -0.395769398304473e+10 -0.160162178614234e+10 -0.128050778279459e+11
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