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Zusammenfassung

In der vorliegendenArb eit wurden Stremungenvon Polymerlosungenund Fasersusgnsionen
mit Mikro-Makro-Mo dellen numerisch beredinet und der Ein uss auf den mikrostrukturellen

Orientierungszustandcharakterisiert. Fer PolymerlesungenkamenFeder-Hartel-Modelle un-
terschiedlicher Modellierungstiefe zum Einsatz. Ziel einesersten Arb eitsteils war die Bered-

nung viskosimetristher Stremungen von Polymerlesungenund insbesondereder oszillieren-
den Scherung mit gro er Deformationsamplitude (LA OS-Stremung). Dieseist fur die experi-
mertelle, rheologiste Charakterisierung bedeutsam,jedoch bisherin der Literatur fer o ene
und gestlosseneFeder-Hartel-Modelle nicht diskutiert. Fur ein o enes Feder-Hartel-Modell
mit nichtlinearem Federkraftgesetzwurde die Fokker-Plandk-Gleichung deterministisch mit

Finiten-Di erenzen numerisch gelost. Die Gro e des zu diskretisierenden Kon gurations-

raumes konnte durch ein federmittenzertriertes Koordinatensystem gegeruber dem bisher
eblichen kugelzerrierten Koordinatensystem verkleinert werden, und der Rechenaufwand
fur die numerische Lesung der Di eren tialgleichung wurde reduziert. Dadurch und durch
die Genauigkeit der deterministischen Methode wurden Parameterstudien insbesonderebei
geringenFrequenzensawie bei gro en Deformationsamplituden fer daso ene Feder-Hartel-
Modell ermeglicht. Fur die Fokker-Plandk-Gleichung hat sich der numerische Algorithm us
bis zu einer dimensionsloserSdergesbwindigkeitsamplitude (Weisseberg-Zahl) von We=15
als sehr stabil erwiesen.

Mit den gestilossenenModellen FENE-L, -P und -CR wurden drei Ansatze mit geringerer
Modellierungstiefe implemertiert. Insbesonderedie Beredinung der durch den Kon gurati-
onstensor aufgespanten Orientierungsellipsoiden lieferte in der LAOS-Stroemung aussage-
kraftige Informationen mber den mikrostrukturellen Orientierungszustand, wie z.B. den Ori-
entierungsgrad der Feder-Harteln in eineRichtung. Es hat sich gezeigt,dassdasgestilossene
FENE-L Modell in oszillierender Scherung eine gute Naherung an das o ene Feder-Hartel-
Modell darstellt, wobei die mittlere Federlange durch das gestlosseneModell allerdings
etwas wbersdatzt wird.

Im zweiten Teil der Arbeit wurden Berednungsergebnissegestilossener Mikro-Makro-

Modelle erstmals quartitativ. mit experimentellen Untersuchungen fer eine konzenrierte

Glasfasersuspnsionmit Faser-Faser-Wedselwirkungen in einer makroskopischen Stremung
verglichen. Anhand einer Zylinderumstr emung wurde das implemertierte Modell unter Ver-
wendung des IBOF-5-Schlie ungsansatzesvon Chung und Kw on erfolgreich mit experi-

mertellen Literaturergebnissenvon Yasuda et al. validiert. Obwohl im Fasermalell empi-
rische Standardparameterstze verwendet wurden, ist die Ubereinstimmung zwisden der
Stremungsberedinung und den experimentellen Ergebnissenso gut, dassdiesesgestilossene
Modell als praxistauglich fer die makroskopische Stremungsberedinung eingestuft werden
kann. Lediglich die Verteilungsbreite der Orientierung wurde im Zylindernachlauf etwas un-

terschatzt. Erganzend wurde der hybride Sdlie ungsansatz fer die Stremung durch einen
90 -Krummer mit den Ergebnissendes IBOF-5 Modells verglichen. Es wurde gezeigt, dass
der hybride Sdlie ungsansatz die lokale Breite der Orientierungsverteilung unterschatzt.






Abstract

In this work numerical calculations of owing polymer solutions and b er suspensionsare
donewith micro-macro models.The in uence ofthe ow eld onthe microstructural orienta-
tion is investigated. Polymer solutions are modelled with spring dumbbell models, operating
ondierent length scales.The rst part dealswith rheometric o ws of polymer solutions and
especially large amplitude oscillatory shear(LA OS). LAOS- ow is establishedas an import-
ant tool for experimental rheological characterisations but sofar not discussedn the litera-
ture for open and closedspring dumbbell models. Therefore in this work the Fokker-Plandk
equation of a spring dumbbell model with nonlinear spring force law is solved deterministi-
cally with a nite-di erence method. With the changefrom a bead- xed sphericalcoordinate
systemto a spring-certered coordinate systemthe sizeof the con guration distribution space
was dramatically reducedand the computation e ciency wasimproved. Detailed parametric
model studiesin LAOS- ow were made feasiblewith the underlying deterministic methods
for the open spring dumbbell model. With the implemented numerical schemescalculations
with a dimensionlessshearstressamplitude (Weisselerg number) of We = 15wererealised.

With the models FENE-L, -P and -CR closedspring dumbell models were implemented and
investigated additionaly. With the secondorder con guration tensor descriptive informations
about the orientation state could be obtained. As one concluding result, the FENE-L model
was shovn to be a good approximation to the open spring dumbbell model in oscillatory
shear.

In a secondpart this work comparesexperimental investigations and numerical calculations
with closedmicro-macro modelsfor b er suspensionsin macroscopicow elds quartitativ e-
ly. A concertrated glas b er suspensionwas modelled respecting b er- b erinteractions. The
invariant basedclosure approximation IBOF-5 from Chung and Kw on was validated with
experimental results from Yasuda et al. Although the model parameters were determined
with empirical correlations from literature, which did not promise to be suitable for any
b er suspension, the numerical results were in good aggreemen with expermimental cha-
racteristics of the b er orientation state in the ow around a cylinder. From the numerical
calculation the main b er orientation angle was predicted quite accurate, only the width
of the orientation distribution function was underestimated. Additionaly the in uence of
di erent closure approximations on the b er orientation state was discussedwith the ow
through a 90 - bend. The famoushybrid closuredi ers alot from the results with the IBOF-
5 closure and was examined as inappropriate for the prediction of b er orientation state in
macroscopic ow elds.
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1 Einleitung

Die Neugier steht immer an erster Stelle eines
Problems,das gebst werden will.
Galileo Galilei

Die numerische Stremungsberedinung newtonsder Fluide ist in vielen Anwendungsterei-
chen bereits als Hilfsmittel etabliert, insbesonderebei der Untersuchung verfahrensteini-

scher Problemstellungenund dem Schi - und Flugzeugbau.Auch die Stremungsberedinung
nicht-newtonscher Fluide nimmt an Bedeutung zu. Sowvohl fer Sto systeme mit einer di-

spersenPhase,wie z. B. Fasersusgnsionen,als auch fer Polymerlesungenoder -schmelzen
werden makroskopiscte Sto eigensdaften durch die Mikrostruktur bzw. den Orientierungs-

zustand der Fasernoder Makromolekele bestimmt. In fasenerstarkten Kunststo en kennen
Fasern, die in eine Hauptrichtung orientiert sind, die Zugfestigkeit des Materials in dieser
Richtung erhehen. Durch das Einbringen faseriermiger Komponerten (z.B. ,Carbon Na-

no Tubed) in eine kontin uierliche Matrix und die Orientierung der Fasernkann z.B. auch

die thermische und elektrische Leitf ahigkeit gezielt beein usst werden [1{4]. Numerische
Stremunsgberedinungen kennen experimertelle Untersuchungen erganzenund insbesondere
far Geometrieoptimierungenbzw. die Auslegungverfahrenstetinischer Komponerten hilfrei-

che Einblicke in die Mikrostruktur liefern, die sonstnur mit hohem Aufwand experimertell

zuganglich ist.

Im Gegensatzzu der Klasse der newtonsden Fluide gibt es fur nicht-newtonsche Fluide

aufgrund unterschiedlicher Flie eigenschaften keine Modelle, die mehrere Fluidt ypen glei-

cherma en gut abbilden kennen. In dieserArb eit werden Modelle fur Polymerlesungenund

Fasersusgnsionenund somit Sto systeme mit einer dispersen Phasein einer homogenen
Matrix betrachtet. Ein umfassendertberblick eber die Begri shildung und unterschiedliche

rheologisdie Modelle wird z.B. von Bird und Ottinger gegelen [5].

Fer die Stremungsberetinung der oben genanrten Sto systeme werden sogenante Mikro-
Makro-Modelle verwendet. Diese Modelle kennen allgemein als eine Zwischenstufe kontin u-
umsmedaniscer und molekulardynamischer Modelle verstanden werden. Letztere bilden
zwar die gro e Anzahl der Freiheitsgeradevon Makromolekellen ab, eignensich jedoch nicht
fur die Berethnung komplexer Stremungen.In Mikro-Makro-Mo dellenwird dasgesante Ma-
kromolekell durch ein einfaches strukturmechanisches Modell mit wenigen Freiheitsgraden
ersetzt und durch Mittelungen und Sdlie ungsannahmen der Rechenaufwand so reduziert,
dassdie numeristhe Berednung dreidimensionaler, instation arer Stremungen meglich wird.
Man unterteilt dieseModellein ,,0 ene\ und ,gestlosseng Formen. O ene Modelle liefern
mit einer Warsdeinlichkeitsverteilungsfunktion fer die Molekelorientierung vollstandige In-
formationen wmber den Orientierungszustand. Mit gestilossenenModellen kann lediglich ein
mittlerer Orientierungszustand der Molekelle oder Fasernin einem Raumpunkt beredinet
werden, jedoch ist der Rethenaufwand deutlich geringer. Ein erstesZiel ist die Diskussion
von Modellen unterschiedlicher Modellierungstiefefeir Polymerlosungenin viskosimetrisdhen
Stremungen.



1. Einleitung

In der Rheologie kann ein Standardsatz von viskosimetrisdhen Stremungen de niert wer-
den, der die Basis fur eine Ubertragung der beobatteten Fluideigenstaften auf komplexe
Stremungenin technischen Anwendungendarstellen kann. Bisher etabliert sind:

Scerstremung: Stationar und Anlauf-/ Relaxationswerhalten,
Uniaxiale Dehnung: Stationar und Anlauf-/ Relaxationswverhalten,

Oszillierende Scherung mit kleiner Deformationsamplitude (,, SAOS : Small Amplitude
Oscillatory Shear).

Innerhalb der letzten Jahre hinzugelkommen st die

Oszillierende Scherung mit gro er Deformationsamplitude (,LAOS : Large Amplitude
Oscillatory Shear).

Letztere ist motiviert aus der Uberzeugung,dassdie Kenntnis und Charakterisierung der
Fluideigenstaften bei kleinen Deformationen fer die VorhersagedesFlie v erhaltensin kom-
plexen Stremungen nicht ausreidt. In der Literatur werden zunehmendexperimentelle Er-
gebnissein LAOS-Stremungen diskutiert [6{9]. Eine Diskussionvon Mikro-Makro-Mo dellen
in LAOS-Stremungen ist bisher nicht vorgenommenworden und erfolgt in dieser Arb eit.
Lediglich fur kontinuumsmedanische Modelle nden sich einige wenige Arb eiten [10,11].
In der vorliegendenArb eit werden o ene und gestlosseneFeder-Hartel-Modelle fur Poly-
merlesungenin oszillierender Scherung mit gro er Deformationsamplitude ausfethrlich un-
tersucht und diskutiert. Dabei kommendeterministische Methoden zum Einsatz, da dieseim
Gegensatzzu stochastisthe Methoden zur Frequenzanalyseder nichtlinearen Fluidantwort
in einer LAOS-Stremung vorteilhaft sind. Die Beredinung o ener Feder-Hartel-Modelle mit
deterministischen Methoden ist aufgrund desbenetigten Rechenaufwandeseine wenig disku-
tierte und verwendete Methode. Ein Beitrag wurde lediglich von Lozinski und Chauvi ere
geliefert[12{14]. Ein quanti zierender Vergleidh von o enen und gestilossenenModellenund
derenBeurteilung fer die Besdireibung realer Fluide an Hand viskosimetrischer Stremungen
fehlt jedoch auch in diesenArb eiten. Dieser bisher in der Literatur fehlende Aspekt wird in
der vorliegendenArb eit diskutiert.

Modelle fur Stremungsberetinungen nicht-newtonscher Fluide sollten meglichst mit expe-
rimentellen Untersuchungen validiert werden. Ziel ist eseinen Modellparametersatzzu n-
den, der den realen Orientierungszustand der Makromolekelle/Fasern in Stremungen ab-
bildet. Dann kennen numerische Berecdnungen fer Geometrieoptimierungen und Studien
des Ein usses der Stremungsparameter etc. verwendet werden. Fer Fasersusgnsionenist
die experimertelle Bestimmung der Kon guration in Stremungen mit optischen Messme-
thoden einfacher als fur Polymerlesungen.Ein quartitativ er Vergleich von experimentellen
Untersuchungen und numerischen Stremungsberedinungenvon Fasersusgnsionenist in der
Literatur jedoch bisher nicht vorhanden. Vergleithe besdirankten sich auf viskosimetristhe
Stremungen. Ein zweites Ziel dieserArb eit ist daher die Validierung einesgestilossenenvio-
dells fur konzertrierte Fasersusgnsionenin makroskopisden Stremungen am Beispiel einer
Zylinderumstr emung. Zusatzlich werden unterschiedliche Modellergebnissen der Stremung
durch einen 90 -Kr ummer miteinander verglichen. Die zu diesemVergleith herangezogenen
Gre en, u.a. ein Hauptorientierungswinkel und die sogenanten Orientierungsellipsoiden,
sind auch experimentell zuganglich und liefern fur die Stremungsberednung verfahrensted-
nischer Problemstellungen Informationen wber die lokale Mikrostruktur.



2 Grundlagen der Stremungsberechnung
nicht-newtonscher Fluide

Furchte nicht, Dir Muhe zu gelen.
Cheng Man-ch'ing

Fur die Beredhnung von Stremungen nicht-newtonscher Fluide meissenneben den physi-
kalischen Grundgleichungen (Impulsbilanz, Massetilanz) ensprechende Modellgleichungen
gefundenund gelest werden, die experimertell beobaditbare charakteristische Eigenshaften
des jeweils betrachteten Fluids vorhersagenkennen. Diese Grundgleichungen und unter-
schiedlichen Typen rheologisdier Modelle werdenim Folgendeneinfehrend dargestellt.

2.1 Modellierungsebenen

Physikalische Modelle zur numeristhen Stremungsberedinung nicht-newtonscher Fluide
konnen auf unterschiedlichen Modellierungselkenen bzw. Gre enskalen der Lange L aufge-
stellt werden (Abbildung 2.1). Die Besdireibungsebenemit der hechsten Modellierungstiefe
ist auf atomarer Ebene. Das betrachtete Fluid bzw. dessenMolekele werden durch ein Mo-
dell uid abgebildet und die Beredinungsmethaden sind als ,,Molecular Dynamics.  bekannt.
Betrachtet man das Modellsystem in einem durch au ere Krafte erzeugten Nichtgleichge-
wichtszustand spricht man von NEMD- (, non-equilibrium molecular dynamics ) Metho-
den [15]. Charakteristisch fer diese Modelle ist die Betrachtung einzelner Molekelle. Eine
Alternativ e dazu, die zwar weniger Einzelheiten der Molekelstruktur abbildet als die NEMD-
Methoden, jedoch mit stochastischen Algorithmen eine Beretnung von einzelnenMolekeil-
oder Partik eltrajektorien vornimmt, ist der ,Brownian Dynamics Ansatz. Demgegemiber
besitzen Modelle, die keine Aussageneber die Mikrostruktur des Fluids ermeglichen, eine
geringeModellierungstiefe,d.h. im Vergleidh zu den NEMD-Metho den meissenmehr verein-
fachende Annahmen getro en werdenund die betrachteten L angenabmessungeim physika-
lischen Modell sind gro gegember den molekularenoder atomaren AbmessungenDieseBe-
sdhreibungselenewird als Kontinuumsansatzbzw. die Modelle als kontinuumsmedanisde
oder makroskopisce rheologistie Modelle bezeitinet. Rheologistie Modelle auf der makro-
skopischen Besdireibungsebene sind bereits in kommerziellen CFD-Programmen erhaltlich
und die numerische Stremungsberedinung mit makroskopischen Modellenist seit vielen Jah-
ren Gegenstandder Forschung [16]. Sogenante Mikro-Makro-Mo delle operieren bezeglich
desLangenma stabesder Modellierung zwischen Kontin uumsmethoden und der NEMD. Ein
Makromolekell wird durch ein einfaches medanisctes Ersatzmodell abgebildet und als di-
spersePhasein einer kontin uierlichen Matrix-Fl ussigleit betrachtet (Abbildung 2.2). Dabei
unterscheidet man zwisden o enen und gestilossenenMikro-Makro-Mo dellen. In o enen
Modellformen beredinet man entweder mit deterministischen Methoden eine Verteilungs-
funktion der Molekelorientierung und -lange, im Folgenden als Kon guration bezeidinet,
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Kontinuumsmechanik L>10 m

A

geschlossene Mikro-

Makro Modelle .
deterministische
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Atomares Modell L 01 O5nm

Abbildung 2.1: Modellierungsekenenmit zunehmenderModellierungstiefe

oder bei Verwendung stochastisther Methoden die Kon gurationen einzelner Molekele in
einem Ensenble. O ene Mikro-Mo delle eignen sich aufgrund des hohen Rechenaufwandes
bisher jedoch nicht sehr gut far die Berechnung von makroskopisdien dreidimensionalen
Stremungen. GesdlosseneMikro-Makro-Mo delle reduzierendurch einen Schlie ungsansatz
die Modellierungstiefe und liefern nur noch Informationen eber die mittlere Kon gurati-

on aller Molekele. Die zugrundeliegendeMittelung und Sdlie ung liefert einen mittleren

Kon gurationstensor, was einerseits den Rethenaufwand gegeruber den o enen Modellen
erheblich reduziert, aber andererseitsEinblicke in den stremungsinduzierten Kon guration-

zustand der Makromolekelle bzw. der dispersenPhaseermeglicht. Ein detaillierter Uberblick
eiber die Entwicklungen im Bereich der numerischen Beredinung nicht-newtonscher Fluid-
stremungenu. a. ist in [17,18] dargestellit.

In dieserArb eit werdenrheologistie Sto mo delle der Mikro-Makro-Eb enefer Polymerlesun-
gen und Fasersusgnsionenverwendet und diskutiert. Im Folgendenist zu unterscheiden
zwisthen den physikalischen Grundgleichungen der kontinuierlichen Phase bzw. der Ma-
trix wmssigkeit (=Makro-Eb ene)und der dispersenPhase(=Mikro-Eb ene),alsoden Polymer-
molekellen bzw. suspendierten Fasern.Der betrachtete L angenma stab fer die physikalischen
Grundgleichungender Matrix wmssigleit ist sogro, dassdie Kontinuumshypotheseweiterhin

%
W
d @N‘I‘Q
awo | %
5§Q Abbildung 2.2: Mikro-Makro-Mo dell: Suspensionvon Fe-
derhanteln in kontinuierlicher Matrix wssigleit




2.2. Physikalische Grundgleichungen

erfullt ist. Die Darstellung der Beredinungsgleitiungen der rheologistien Sto mo delle auf
der Mikro-Eb enefolgt in Kapitel 3.

2.2 Physikalische Grundgleichungen

Die physikalischen Grundgleichungen der Makro-Ebene, die fur die Stremungsberedinung
von nicht-newtonscdhen Fluiden verwendet werdenkennen, sind die Impulserhaltung und die
Massenerhaltung.Die daraus bereternbaren Gre en sind das Geshwindigkeitsfeld und der
Druck.

2.2.1 Impulssatz: Cauchysche Bewegungsgleichung

Formuliert man den Impulssatz fer ein in einem Fluidk ontinuum abgegrenztesTeilvolumen
V mit der Ober ache A, erhalt man die Caudhysche-Bewegungsgleibung, wobei die zeitliche
Anderung desImpulses| gleich der Summe aller an dem Teilvolumen angreifendenKr afte
F i ist. Die an dem Volumenelemem angreifendenKr afte werdenin massenspzi sche Kr afte
f , und Ober adenkrafte (Spannungskrafte) eingeteilt.

DI X

= - Fi

Dt .
D Z Z |
—  Wdv = % ,dvV+ S ndA: (2.1)
Dt v v A

Die Anwendung von Erhaltungsgleichungen in Fluidstr emungen bzw. bewegte Fluid-
elemernte oder Kerper erfordert die Einfehrung einer Zeitableitung in einem mitb enegten
Koordinatensystem (Lagrange'ste Koordinaten). Diese wird als materielle Zeitableitung
bezeitinet und durch den Operator % dargestellt:

D= @

——+ (v r): 2.2

scat V) (2:2)
% ist die Zeitableitung in einemortsfestenKoordinatensystem(Eulersche Koordinaten) und
(v r ) wird alskonvektive Ableitung bezeitinet. Mit demSatzvon Gau und (2.2) kann Gl.
(2.1) fur inkompressibleFluide in die bekannte di erentielle Form der Bewegungsgleibung
eberfehrt werden.

DZ Z Z

—  %ydv = % ,,dV + r Sdv;

Dt v v
v @
0, el 0, — 4+ :0 + .
% % a (v r)v Wy +tr S (2.3)

Die Bestimmungsgleitiung far den SpanrungstensorS wird als rheologistie Sto gleichung
bezeihinet [19] und koppelt das Gestwindigkeitsfeld und die Sto eigenschaften aneinander.
Fur die Besdireibung nicht-newtonscher Fluide existiert eine Vielzahl von unterschiedli-
chen rheologistien Sto gleichungen. Im Rahmen dieser Arb eit werden sogenante ,, Mikro-
Makro\ -Modelle fur Polymerlesungenund Fasersusgnsionenvorgestellt. Der Druck p hat
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auf die physikalisthen Eigenstaften inkompressiblerFluide i. Allg. keinenEin uss und wird
mit

S= p +S (2.4)

aus dem Spanrungstensorherausgezogen. bezeidinet den Einheitstensor. In dieserArb eit
werden nur Fluide betrachtet, die keine Volumenmomerte wie z.B. elektrische und magne-
tische Momernte erfahren. Aus der Anwendung des Drehimpulssatzesfur ein di erentielles
Volumenelemen folgt damit, dassder Spanrungstensor symmetrisch ist und zur Lesung
der rheologistien Sto gleichung nur sets Komponerten des Spannungstensorsberedinet
werden meissen.

2.2.2 Massenerhaltung/ Druckk orrekturgleichung

Die Masserbilanz fur inkompressibleFluide liefert aufgrund der konstanten Fluiddic hte die
Divergenzfreiheitdes Gesdwindigkeitsfeldesund stellt keine Bestimmungsgleihung ferr den
Druck dar. Durch Anwendung des Divergenzogerators auf die Impulserhaltungslgleichung
kann eine Bestimmungsgleitung fer den Druck hergeleitet werden, die sogenante Druck-
korrekturgleichung [20,21].

2.3 Kontinuumsmechanische Grundgre en und De nitionen

Rheologistie Sto mo delle stellen einenZusammenhangzwisthen der Deformationsgeshichte
und den an einem Fluidelement angreifendenOber achenspanmungenher. Fur die in dieser
Arb eit verwendetenund diskutierten rheologistien Modelle muss zunadst eine eindeutige
Begri bildung der benetigten Tensorenund objektiven Zeitableitungen vorgenommenwer-
den.

2.3.1 Tensaen des Geschwindigkeitsfeldes

Innerhalb der Stremung auftretende ertliche Gradienten des Gestwindigkeitsfeldeswerden
besdirieben durch die Einfuhrung des Gesdwindigkeitsgradierten L

L=(Vv)'; Lj=—- (2.5)

Der Gesdwindigkeitsgradiert L ist ein antisymmetrischer Tensor,der additiv in einensym-
metrischen Anteil D und einen antisymmetrischen Anteil W zerlegt werden kann:

L=D+ W: (2.6)

Der symmetrische Anteil wird Deformationsgesbwindigkeitstensor genanrt und lasst sich
mit Gl. (2.6) schreiben als

_1 T.oh 1 @ @ |
D=2 L+LT: Dj=3 o 2.7)
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Der antisymmetrische Anteil ist der sogenante Rotationsgestwindigkeitstensor.

1e @
2 @ @

Durch die Einfehrung von D und W wird das Gestwindigkeitsfeld in zwei Anteile aufge-
spalten, von denender eine deformierend auf ein Fluidelemert wirkt und einen Anteil, der
anderehingegeneinereine Starrkerperrotation desElemertes bewirkt. Die in der Stremung
auftretenden sto sp ezi schen Spanrungen werden in der rheologistien Sto gleichung eber
dieseTensorenan die Gesdwindigkeitsgradierten geloppelt.

(2.8)

NI -
—
—
-

W = Wij

2.3.2 Objektive Zeitableitungen

Das rheologiste Sto gesetz mussdem Invarianzprinzip geneigen [22]. Durch die Einfehrung
objektiver Zeitableitungen [23,24] kennen Bestimmungsgleidiungen fer den Spanrungsten-
sor mit Bereicksichtigung desInvarianzprinzips formuliert werden. In der nicht-newtonschen
Fluiddynamik webliche, objektive Zeitableitungen sind im Einzelnen:

Kontravariant konvektive Ableitung (upper convected):

O DS DS
= ——=_=" L LT: 2.
S ST S S (2.9)

Kovariant konvektive Ableitung (lower convected):

M dS DS
= —=_"+LT S+S L: 2.10
dt = Dt (2.10)

Korotatorische oder Jaumann Ableitung:

DS DS
= = = + ; :
S Dt Dt W S+S W (2.11)
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3 Mikro-Makro-Mo delle fur Polymerlesungen

Eine Illusion verlieren heit, um eine
Wahrheit reicher zu werden.
Arth ur Schnitzler

In der kontin uierlichen Matrix wssiglkeit suspendierte Makromolekelle bzw. Fasernerzeugen
gegember einem newtonsden Fluid zusatzliche Spanrungen, die im Folgendendurch rheo-
logische Sto gleichungen vom Mikro-Makro-T yp beredinet werden. Die Modellgleichungen
basieren ebenfalls auf den physikalischen Erhaltungsgleichungen, jedoch auf der Betrach-

tungsebeneeineseinzelnenTeilchens. Eine EUbersidit eber Mikro-Makro-Mo delle und deren
Beredinungsmethaden bzw. uwber deren Benenrung in der Literatur und Charakteristika
ndet sich z.B. in [5]. Sovohl fur die im Rahmen dieser Arb eit verwendeten Feder-Hartel

Modelle fur Polymerloesungen, als auch fur Fasersusgnsionengibt es zwei unterschiedli-

che Beredhnungsanatze. Man kann prinzipiell unterscheiden zwischen stochastischen und

deterministischen Methoden. Aufgrund der hohen Komplexit at beider Beredinungsanstze
sei fur eine detaillierte Besdireibung der stochastischen Methoden auf die Literatur ver-

wiesen[25]. In der Vergangenheitwaren stochastische Methoden (CONFESSIT-Approach,

+Brownian Dynamics. -Methoden, , Dissipative Particle Dynamics\ ) die bevorzugte Bered-

nungsmethale. Da deterministische Methoden gegenuber stochastisthen bei vergleidbarem
Redenaufwand i. Allg. eber eine hehere Genauiglkeit verfegen, nden sich zunehmendmehr
Beitrage in der Literatur sowvohl fur Feder-Hartel Modelle von Lozinski ,Chauvi ere et.

al [12{14,26{28] als auch fur Fasersusgnsionenvon Chiba , Chinest a et al. [29,30].

3.1 Begri sde nitionen

Im Folgendenwird unterschieden zwisden zwei Koordinatensystemen:einerseitsdem ,, phy-
sikalischerh Raum bzw. dem Koordinatensystem des makroskopischen Stremungsraumes,
wobei in dieser Arb eit kartesisthe Koordinaten verwendet werden. Andererseits ist auf der
+Mikro\ - Ebene ein weiteres Koordinatensystem erforderlich. Der sogenante Kon gura-
tionsraum und dessenKoordinaten besdireiben die raumliche Orientierung bzw. fur den
Fall der Feder-Hartel Modelle/P olymerlesungenauc die momertane Molekellange.Fer den
Kon gurationsraum ist ein Kugelkoordinatensystem preadestiniert. Diese beiden Koordina-
tensystemebzw. ,Raumea sind demnad den untersciedlichen Betrachtungsebenen zuzu-
ordnen. Der physikalische Raum ist der ,,Makro\ -Ebenezugeordnet,der Kon gurationsraum
der ,Mikro\ -Ebene.
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3.2 O enes Feder-Hantel-Mo dell

Das in dieserArb eit verwendete mikro-mechanische Strukturmo dell fer Polymermakromo-
lekelle ist die in Abbildung 3.1 dargestellte Feder-Hartel, bestehendaus zwei mit einer mas-
selosenFeder verbundenenmasselehafteten Kugeln [31]. Der Verbindungswektor der beiden
Kugeln (auch als Orientierungs- oder Kon gurationsv ektor benanrt) wird mit Q bezeidinet
. Mit den Ortsvektoren der beidenKugelnryundro gilt Q =ro  rj.

Q Abbildung  3.1: Mechanisthes Ersatzmodell fer ein Polymermolekeil:

WO Feder-Hartel

Boltzmann-Gleichung im Phasenraum Die Dynamik polymerer Flussigkeiten, wie sie von
Bird et. al eingekhrt wird, basiert auf den gleichen Prinzipien wie die Bol tzmann sde
Sto gleichung in der kinetischen Gastheorie[32]. Die Boltzmann-Gleichung besdireibt allge-
mein die zeitliche Anderung einer Warsdeinlichkeitsdichte f (r;r;t) im Phasenraum,wobei
r der Orts- und r_der Gesdwindigkeitsvektor eines Teilchens ist [33]. Die Warsdeinlich-
keitsdichte andert sich zeitlich aufgrund molekularer Zusammens® e und externer Kr afte.
Formuliert fer eine Federhanel mit den Ortsvektorenr 1, r o und den Gestwindigkeiten r 1
und r» der Kugeln und mit einer Zerlegung'

flrorararaf) = ((roraf) (raref (3.1)

werdendie Orientierungsverteilungsfunktion  und die Gesdwindigkeitsverteilungsfunktion
eingekhrt. O ene Mikro-Makro-Mo delle liefern eine Bestimmungsgleidung fer die Ori-
entierungsverteilungsfunktion , die sogenante Fokker-Plandk-Gleichung (FP-Gleichung).

Vereinfachende Annahmen Die im weiteren Verlauf diskutierte Form der Fokker-Plandk-
Gleichung beinhaltet einige fundamertale, vereinfachende Annahmen, die zusammengefasst
dargestellt werden:

Die Polymerlesungwird als ertlich homogenbetrachtet, d.h. esgibt keinelokalen Kon-
zertrationsgradienten und esgilt mit der Teilchendichte n
Z

(rurysf)=n (Q;); (Q;f)dQ = 1 (3.2)

Die Besdtleunigung der Kugeln bzw. der Federhartel ist gegeruber denanderenTermen
in den Impulserhaltungsgleicungen der Kugeln vernadleassigbar.

Die auf die Kugeln wirkendenKr afte setzensich zusammenaus der hydrodynamischen
Widerstandskraft, der Brownsden-Molekularbewegungund der intramolekularen Fe-
derkraft. D.h. weitere externe Kr afte und Interaktionskr afte zwisthen den Federharteln
werden vernadlassigt.

!Da in diesem Kapitel in der Fokker-Planck-Gleichung spater dimensionslose Gre en eingefuhrt werden,
wird die dimensionsbehaftete Zeit mit f gekennzeicnet.

10



3.2. O enes Feder-Hartel-Modell

Das Gesdwindigkeitsfeld ist uber den Langenma stab einer Federhartel betrachtet
ertlich linearisierbar (,,local homogenity assumption ).

Die Umstremung der Kugeln wird als schleichende Stremung betrachtet und es gilt
das Stokes'shie Widerstandsgesetz.

Die Gestwindigkeitsverteilung  der Federharteln ist die (Gleichgewidts-) Maxwell-
Verteilung der statistischen Mechanik (,,equilibration in momertum spacé) [34].

Das Polymermolekell ist symmetrisch zu seinemZentrum, d.h. die Kugeln haben die
gleiche Masseund Gre e.

3.2.1 Konventioneller Kon gurationsraum: , kugelzentriert\

Da die Federin dem strukturmechanischen Modell aufgrund der an den Kugeln angreifenden
Kr afte eine variable Langebesitzt, ist der Kon gurationsraum der Feder-Hartel eine Kugel.
Ein Ensenble von Molekellen wird durch eine Hau gk eitsverteilungsfunktion der Orientie-
rungsvektoren (Q:f) und somit durch eine Langen-und Orientierungsverteilung charak-
terisiert. Bisher wblich bzw. etabliert zur Besdireibung der Feder-Hartel-Kon gurationen

war ein Kugelkoordinatensystem, dessenUrsprung auf einer Kugel befestigt ist [31] (vgl.

Abbildung 3.2). Da die beiden masselehafteten Kugeln im Folgendenidentisch sind, konnte

Abbildung 3.2: Kugelzertriertes Koordinatensystem

die Gre e desKon gurationsraumes durch ein neues,federzertriertes Koordinatensystemin
dieser Arb eit deutlich reduziert werden, ohne die meglichen Molekellkon gurationen dabei
einzustiranken.

3.2.2 Fokker-Planck-Gleichung

Die Bestimmungsgleitung fur die Verteilungsfunktion der Orientierungen (Q;f) ist die
Fokker-Plandk-Gleichung. Auf die umfangreiche Herleitung der Gleichung aus der Impulser-
haltungsgleichung einer Feder-Hartel und der Kontinuit atsgleidung fur  wird an dieser
Stelle verzichtet und auf die Literatur verwiesen[31]. In dem konventionellen, kugelzen-
trierten Koordinatensystemkann die Fokker-Pland-Gleichung in einerdimensionstehafteten
Sdreibweiseformuliert werden mit [31,35,36]:

D (Q;f)

2kg T
+
Df

- 1o Lo 2P0 o : (3.3)

11
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ist der Widerstandskoe zien t einer Kugel, kg die Boltzmann-Konstante und T die Tem-
peratur. Im RahmendieserArb eit wird eine dimensionsloseSdreibweiseder Fokker-Plandk-
Gleichung mit der Normierung durch:

g= a2—; t= L= (3.4)

verwendet. Dabei bezeitinet die Relaxationszeit. Mit der Federkonstarten H und dem
Widerstandskoe zien ten  gilt = .

Mit dem dimensionsloserOrientierungsvektor g und den anderenNormierungen erhalt man
[12]:

D (q;t)

1 1
Dt = TIq L g S-F(a) to a (3.5)

2

Die Di erentialoperatorenr o;r o, ¢ ¢ werdenim KugelkoordinatensystemdesKon gu-

rationsraumesausgevertet, was durch die Einfethrung der Indizes q und Q verdeutlicht wird.

Um die Verteilungsfunktion (q;t) der Federharteln im Kon gurationsraum beredinen zu
kennen, mussfer die Feder ein physikalisch motiviertes Federkraftgesetzin (3.5) eingesetzt
werden.

Spannungstensa, Kramers-Gleichung Nach der Lesung der Fokker-Planck-Gleichung
muss aus der mikrostrukturellen Information eber den Orientierungszustand der Molekele
ein makroskopischer Spanrungstensordurch die Feder-Harteln S, beredinet werden. Die
Bestimmungsgleidung fur den Spanrungstensorist die bekannte Kramers -Gleichung. Der
Spannungstensorsetzt sich zusammenaus einem Anteil resultierend aus dem Kugelimpuls
und einem Anteil aus der Federkraft und kann als dimensionstehaftete Gre e beredinet
werden mit:

Sp = nksThyF (Q)i  ngkT : (3.6)

Der Gleichgewidtsanteil resultierend aus dem Impuls der Kugeln und der Maxwell-

Verteilung fur die Geshwindigkeitsverteilung mit Sp.eq = 2ng KT wurde von dem resultie-

renden SpanrungstensorabgezogenDer in die Impulserhaltungsgleicung (2.3) eingehende
makroskopisthe Spanrungstensorsetzt sich additiv aus dem polymeren Anteil und der Ma-

trix mssigleit S zusammen:

S=S,+ S (3.7)

Federkraftgesetze Dasdenkbar einfachste Federkraftgesetzist der von Hooke vorgestila-
genelineare Zusammenhangzwiscten Federkraft und Federlange:

F(Q)
F (q)

HQ (fur GI. (3.9); (3.8)
q (far Gl. (3.5), dimensionslos) (3.9)
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Bei Verwendung des Hookesten-Federkraftgesetzeslasst sich aus der Fokker-Plandk-
Gleichung (3.5) durch Mittelung mber den gesanten Kon gurationsraum das bekannte kon-
tinuumsmedanisce Oldroy-B Modell ermitteln. Daferr erweitert man die Fokker-Planck-
Gleichung mit dem dyadischen Produkt gq und integriert eber den Kon gurationsraum.
Damit folgt:

Drgtq' = g(L oqaq + zi q gqq + zi @@? gqq :
@C?(_L q)gqq =L: ngq =2L. hggi = L hogi + hogi LT,
) Dg”tq' L hgqi hggi LT = ngtq' T (3.10)

Durch Einsetzen der Kramers-Gleichung (3.6) fer den Spanrungstensorund Bereicksichti-
gung des Spanrungstensorsder Matrix wssigkeit in Gleichung (3.10) erhalt man das von
Oldroyd entwickelte und gut bekannte Oldroyd-B Modell.

DS DD

S+ —=24, D+

Obwohl Oldroyd [22,23] seine Modellgleichungen auf der Betrachtungsebene des Kontinu-

ums entwickelt hat, ist dasOldroyd-B Modell far den Fall einer Hookesten Feder mit linea-
rem Federkraft-Gesetzin der molekularen Theorie der Fokker-Plandk Gleichung erthalten,

wodurch der von Oldroyd erbrachte Beitrag bei der Entwicklung kontinuumsmedanisdcer

Modellgleichungen und dem Konzept objektiver Zeitableitungen besondersan Bedeutung
gewinnt. Da Polymermolekele jedoch nicht unbegrenztdehrbar sind, fehrt das lineare Fe-
derkraftgesetz in dehnendenStremungen zu unphysikalischem Verhalten. Die Vorstellung,

dass Polymermakromolekelle im Gleichgewidtszustand einen verknaulten Zustand einneh-
men, und durch aussereKr afte bzw. eine Stremung erntkn ault bzw. gestre&t werden, kann

dieseModellsthwade beseitigen,indem die maximale Molekelleange durch ein nichtlineares
Federkraftgesetzbegrenztwird. Warner hat ein nichtlineares Federkraftgesetzvorgesdtila-

gen, wobei die maximal megliche, dimensionskehaftete Molekul- bzw- Federlenge mit Qg

bezeitinet wird [35]. Abbildung 3.3 zeigt den Betrag der Federkraft in Abhangigkeit des
Betragesder Federlangefur die beiden Federkraftgesetze Das Quadrat der dimensionslosen
maximalen Federlange wird mit

_ HQf
b= T (3.12)
eingekihrt und die Federkraftgesetzenach Warner lauten:
HQ
FQ) = ———  (fur Gl. (3.3)); (3.13)
1 jQ%=Q§
q
F(Q = —— (fur Gl. (3.5)): (3.14)
1 jo?j=b

Grenzendes Kon gurationsraumes  In einemkugelzeririerten Koordinatensystemergelen
sich die Intervallgrenzen

c o 8 # 0L  O2 (3.15)

13
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10 : : : :
b=1 —— Hooke
sl — FENE
5 o
LL
=l
2.
| Abbildung 3.3: Federkraftgesetze:lineare
0 , . , , Hooke sche Feder und nichtlineares Gesetz
0 0.2 0.4 0.6 0.8 nach Warner [35], Betrag der Federkraft,
jaj b=1

In diesemRaum mussdie Normierungsbedingung (3.2) erfellt werden.
ZPzZz Z,

(r:#" t)r2sin#d d#dr = 1 (3.16)
0 0 0

Nach EinsetzendesFederkraftgesetzeq3.14) und Anwendung der Di eren tialop eratoren im
Kon gurationsraum lasstsich Gl. (3.5) darstellen als :

D

i = sin(" ) coq" ) sin?(#) L1 sin(#)cog#)cog' )L13

sin(' ) cog' ) sin?(#) Lo + sin(#)(2cos(" ) 1)Lop  sin(#) cog#)sin( ) L3
sin(#) cog' )cog#) Lz sin(#)sin(' ) cog#) Ls2
cog(#) co(' )sin(#) Las @

@
cog#)sin(" )L13
sin(#)

+ sin?(" )Lio+

cog#)cog' )L23 e @
Sin(#) cog" )sin(’ )La;3 @

sin(#) cog#) sin(" )coy" )L1:2 co(#) coq' )L13
sin(#) cog#)sin(' )coq" )Lo1  sin(#)cog#)(1 2 cog (")) Loo2
cog(#) sin(' ) Loz + sin(#) cog' ) L3 + sin?(#) sin(* ) L3
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3.2.3 Neuer Kon gurationsraum: , federzentriert\

Fixiert man den Ursprung des Koordinatensystemsin der Mitte der Feder, ist die Gre e
des Kon gurationsraumes aufgrund der Symmetrie der Federhartel geringer, obwohl die
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3.2. O enes Feder-Hartel-Modell

meglichen Kon gurationszust ande identsich sind zu denenim kugelzeririerten System (vgl.
Abbildung 3.4). Fur die numerische Beredinung der Verteilungsfunktion  wird die durch
die Kon gurationsv ektoren aufgespantte Kugel mit einem diskreten Rechengitter abgebil-
det. Bei gleicher Gitterau esungergibt sich aufgrund deskleineren De nitionsb ereidhesvon
r und # in dem federzertrierten Koordinatensystem gegeruber dem konverntionellen Koor-
dinatensystem somit eine Reduzierung der Anzahl der Gitterpunkte um den Faktor vier,
wodurch der benetigte Rechenaufwand erheblich reduziert werden konnte.

z
q
X Abbildung 3.4: Federzertriertes Koordinatensystem
h i
1P
- . # - . 1 . 2 .1
r O,2b, 0,2, 0,2 ] (3.18)
ZiPpZ _Z,
2 2
) (r;#;% t)r2sin#d d#dr = 1: (3.19)
0 0 o

Im Folgendenwird der Kon gurationsv ektor im federzerrierten Koordinatensystem mit

q, = % (3.20)

de niert. Die Fokker-Pland-Gleichung muss entsprechend transformiert werden und man
erhalt:

D (q;t) _ 1 1 1
7th - Er q L qz 2_F (qz) + 8_ q (321)
2q,
F(Q) = —2Z . (3.22)
z 1 4jq,j

b

Randbedingungen

Die Randbedingungen der FP-Gleichung werden im federzenrierten Koordinatensystem
diskutiert. Die entsprechenden Randbedingungenim kugelzenrierten Koordinatensystem
konnen leicht entsprechend hergeleitet werden. In radialer Richtung desKon gurationsrau-
mesgilt am Rand, dasskeine Federharel die maximale Langeerreicht und die Verteilungs-
funktion fer r = 0 symmetrisch ist.

= 2 2o @ Ly (3.23)
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3. Mikro-Makro-Mo delle far Polymerlesungen

In ' -Richtung liegt eine periodische Randbedingung vor und esgilt:
t=0= ("=2): (3.24)

In #-Richtung kann fer denRand # = =2 eine Symmetrierandbedingungformuliert werden,
wobei # den Gitterabstand in dieserKoordinatenrichtung bezeidnet:

#= -+ #' = S #H o+ 2
2 ' 2 ’ (3.25)

Der Rand # = O stellt in Gl. (3.17) eine Singularitat dar. Da die Verteilungsfunktion keine
physikalisch begrendbaren Singularitaten besitzenkann, lasst sich eine Randbedingung for-
mulieren, die dieser Tatsathe Rechnung tragt. Der Fall # = 0 bedeutet eine Kon guration
einer senkrediten Feder-Hartel, die sich zwar noch um ihre senkretite Achse ( in ' - Rich-
tung) drehen kann, jedoch sind diese Kon gurationszust ande miteinander identisch und es
folgt:

@

— =0 (3.26)

@ #=0
Die verbleibenden Terme mit einer Singularitat fur # = 0 stammen aus dem Anteil der
Brownscen Molekularbewegungund werdenmit f (#) zusammengefasst-er die Beseitigung
der unphysikalischen Singularitat folgt:

st @ @
sin# @ @2
cC @ . @ _
, &W@ sm#@ =0;
@ . @
— sin#— =0 3.27
) @ @ (3.27)
Gleichung (3.27) liefert die Randbedingung fer # = 0. Die diskretisierte Form dieser Rand-

bedingungist im Anhang A.3 gegelen.

f(#) = Cy 0;

Mittelung wuber den Kon gurationsraum  Fur eine beliebige (skalare, vektorielle oder ten-
sorielle) Gre e f wird mit hi und
Z

Hi= f (tq)dg (3.28)

eine Mittelung wber den Kon gurationsraum de niert. Ein mittlerer Orientierungszustand
der Federharteln kann somit durch die mittlere Langehjgji, und die mittleren Winkel hi#i und
h i diskutiert werden.In dieserArb eit werdenalle Berecinungenmit dem dreidimensionalen
o0 enen FENE-Modell durchgefuhrt.

3.2.4 Koordinatentransfo rmation
Fer gro e Federlangen bzw. gro e Werte von r strebt die Federkraft aufgrund des nicht-

linearen Federgesetzesasymptotisch gegenunendlich. Eine stabile numerische L esung der
FP-Gleichung ohne eine zusatzliche Stabilisierung wird dadurch verhindert. Lozinski und
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3.2. O enes Feder-Hartel-Modell

Chauvi ere haben aus diesemGrund eine Koordinatentransformation fer r vorgestlagen,
die die physikalische Randbedingunglim , P¢ (r) = O gewahrleistet [28].

S

e )= " @) 2= Jasmih [ 1 (3.29)

Dabeiist s ein positiver, skalarer ganzzahligerParameter, der nach dem Einsetzender Trans-
formationsvorsdrift in (Gl. 3.17) fur die Beitrage aus der Federkraft fur r ! 0 den Zahler
in den jeweiligen Termen schneller gegennull gehenlat, als der Nenner Richtung unendlich
anweadst. Angepasstauf das federzertrierte Koordinatensystem ergibt sich:

S

rim )= T () 2= Jashih [ 3 (3.30)

Alle Berednungen deso enen Feder-Hartel-Modells wurden mit s = 2 durchgefelhrt.

3.2.5 Abschatzung des Wertebereiches von b

Die durch das Federhartelmodell abgebildeten physikalischen Eigenshaften werden dabei
wesettlich von der Wahl der dimensionsloserederlangebeein usst. Herr chen und Ottin-
ger [37] zeigen,dassdie dimensionsloseFederlange aus der Anzahl der Kohlensto atome
N. der Polymerhauptkette abgesbatzt werden kann mit
N¢.

b =

(3.31)

Dabei bezeitinet einensterischen Faktor, der z. B. fur Polyethylen und Polystyrol etwa den
Wert zwei annimmt. Daraus ergibt sich fer Molekelle mit einer Anzahl von 50-1000Kohlen-
sto atomen in der Hauptkette ein physikalischer Wertebereich vonb 15 250.Fer gro e
Werte von b nahert sich das o ene Feder-Hartel Modell im makroskopisdh beobadtbaren
Sto v erhalten (Spannungstensor bzw. der Viskositat) dem Verhalten eines Feder-Hartel-
Modells mit ungebrenzt dehrbaren, Hookesten Federn bzw. dem Oldroyd-B Modell an.
Bird et al. [38] zeigenfur Lesungenvon Poly- -Methylstyrol mit unterschiedlichen Molmas-
sen und analytischen Beredhnungen des o enen Feder-Hartel-Modells fur kleine Sdcerge-
schwindigkeiten eine gute Ubereinstimmung fer die experimertellen und beretineten Werte
der Viskositat fer b zwisdhen 10 und 100. Quinzani et al. [39] zeigen,dassfeur ein gestlosse-
nesFeder-Hartel Modell Parameteraatze gefundenwerdenkennen, die sowvohl ferr die Scub-
spanrung als auch die erste Normalspanrungsdi erenz einer Lesung von Polyisobuten in
Tetradekan in rheometrischen Untersuchungenin oszillierender Scherung mit kleiner Defor-
mationsamplitude, stationarer Scherstromung, und im Anlauf- und Relaxationswerhalten in
instationarer Scherung gute Ubereinstimmungen zwisthen experimentellen Ergebnissenund
dem Modellverhalten liefern. Die Werte fur das Quadrat der dimensionslosenmaximalen
Federlange b liegen dabei ebenfalls in dem von Herr chen, Ottinger und Bird et al.
angegelenen, physikalisch sinnvollen Wertebereid.

Im Folgendenwird der Kon gurationstensor als mittleres zweitesMoment desOrientierungs-
vektors de niert mit:

_ p___
A = hgqi; ptrA = hjgj3; (3.32)

wobei die Wurzel aus der Spur von A als mittlere Federlange verwendet wird. Eine Alter-
native fer die Berechnung der mittleren Federlange ware mit g, = hjgji meglich. Obige
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De nition wird verwendet, um sowvohl fer daso ene FENE-Modell als auch fer die gestlos-
senenFeder-Hartel-Modelle die gleiche skalare Gre e fur die mittlere Federlangeverwenden
zu kennen.

3.3 GeschlosseneFeder-Hantel Mo delle

Fur die Beredhnung makroskopisdher Stremungswrgangeist daso ene Feder-Hartel Modell
aufgrund deshohen Redhernbedarfs bisher noch unpraktik abel. In jedem diskreten, physika-
lischen Raumpunkt muss die Fokker-Plandk-Gleichung gelest werden und der Spannungs-
tensor durch numerische Integration aus der Kramers-Gleichung bestimmt werden. Auch
stochastisthe Methoden fur o0 ene Feder-Hartel-Modelle sind nicht ausreidend praktik a-
bel fur die Beredhnung technischer Stremungen. Daher wurden durch die Einfelhrung von
Sdlie ungsansatzen gestilosseneFeder-Hartel Modelle entwickelt. Fur die Beredinung des
polymeren Spanrungstensorsmussdann lediglich ein gestilosseneDi eren tialgleichungssy-
stem fur den mittleren Kon gurationstensor A gelost werden. Da nach wie vor Informatio-
nen eber einenmittleren Orientierungs- und Langenzustandder Polymermolekelle beredinet
werden kennen, sind die gestilossenenFeder-Hartel Modelle im Ma stab der Betrachtungs-
und Informationsebene zwisdhen dem o enen FENE-Modell und kontinuumsmedaniscden
Modellen anzusiedeln. GestlosseneFeder-Hartel Modelle werden durch eine Approxima-
tionen der Verteilungsfunktion bzw. durch Besdirankung auf einen kanoniscen Unterraum
erhalten. Zunadst wird eine Entkopplung in eine Langen-und Orientierungsverteilung vor-
genommen:

(@)= 9Gaj) “(u); (3.33)
wobeiu = J% der normierte Orientierungsvektor ist. Durch eine Approximation der Langen-

verteilung, die Multiplik ation der FP-Gleichung mit dem tensor qq und Mittelung eber den
Kon gurationsraum kann sdlie lic h ein gestilossenesDi eren tialgleichungssystemfur den
Kon gurationstensor A = qq erhalten werden. Grundprinzipien der Approximation von
Verteilungsfunktionen in kanonisden Unterraumen nden sich in [40,41].

Neben dem mittleren Kon gurationstensor wird fer gestilosseneFeder-Hartel-Modelle eine
weitere mittlere Zustandsgm e benetigt und mit B ein weiteresMoment desOrientierungs-
vektors eingetihrt:

Auf eine ausfuhrliche Herleitung gestlossenerFeder-Hartel-Modelle wird an dieser Stelle
verzichtet und lediglich die Berechnungsgleidiungen und wichtigsten Sdlie ungsannahmen
dargestellt. Eine ausfehrliche Herleitung ndet sich auf jeder bessererBr etcherteite.

3.3.1 FENE-P Modell

Dasbekannteste gestilossendg~eder-Hartel-Modell ist dasPeterlin-Modell (FENE-P) [42/43].
ZugrundeliegendeAnnahme fer die Langeerteilung ist ein Dirac-Impuls, d.h. alle Federn
besitzendie gleiche Lange.

% = jai* Gai) = (jai): (3.35)
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“1

Py

>

Abbildung 3.5: Kanonische Verteilungsfunktion desFENE-P Modells

(jaj) bezeitinet die Dirac-Distribution lokalisiert an der Stelle jgj = . In der Federkraft
wird der Kon gurationsv ektor im nennerdurch den mittleren Vektor hgi ersetztund esfolgt:

F(a) = %: (3.36)
L

Die Federlange wird dadurch nur im Mittel wuber alle Molekele auf eine endliche Lange

begrenzt. Damit erhalt man sdlie lic h eine gestilosseneDi eren tialgleichung fer den Kon-
gurationstensor mit:

@

6+(v rYA L A A LT= h(tr(A))A ;
nr(A) = —oay (3.37)
1
b
) A= h(tr (A))A: (3.38)

Aus der Kramers-Gleichung erhalt man den Spanrungstensormit:
Sp = h(tr (A))A : (3.39)

Fur die stationare Scherstromung kann GI. (3.38) analytisch gelost werden und der Span-
nungstensorbzw. die viskosimetrischen Funktionen sind im Anhang A.1 gegelen. Die Gleich-
gewidtskon guration mit S = 0 kann fur das FENE-P Modell analytisch beredinet werden
mit:

b S .
Aj = b+ 3; Aj =0 furi 8 j; bI!llm tr (Aeg) = 3. (3.40)

3.3.2 FENE-CR Modell

Eine wichtige Sto klasse fur die experimentelle Untersuchung desEin usses elastister Fluid-
eigensbaften sind die sogenanten Boger -Fluide. Diese besitzen eine nahezu konstante
Sdcherviskositat, so dassder Ein uss der Elastizit at losgebst von sthererntizehenden Eigen-
schaften untersucht werden kann [44,45]. Dadurch motiviert wurde mit dem FENE-CR
Modell von Chilcott  und Rallison ein Modell eingekihrt, welchesfur eine Polymerlosung
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ebenfalls elastishe Eigensdaften ohne Scherertzahung liefert [46]. Die zu lesendenGlei-
chungen lauten:

%+(v r)A L A A LT=har(A)( A):

) R = h(tr (A))( A); (3.41)

Sp = h(tr (A))(A ): (3.42)
Dabei ist h(tr A) entsprechend Gl. (3.37) de niert.

3.3.3 FENE-L Modell

Im FENE-L Modell wird die komplexe Form der Verteilungsfunktion durch einen Dirac-
Impuls und einen Rectteck-Anteil approximiert [41]. Sovohl die Position desDirac-Impulses
und die Hohe des Redhteckanteils kennen sich dabei im Anlaufverhalten einer instationaren
Beredinung andern und sind bei Kenntnis von und eindeutig bestimmt (vgl. Abb. 3.6).

% AN

A

‘ [l

5
$

Abbildung 3.6: Kanonische Verteilungsfunktion desFENE-L Modells

%)) = jaj* %Gai) = —— (@ H Ga)+  (ai): (3.43)
Fur das FENE-L Modell lassensich folgendeDi eren tialgleichungen herleiten:

DA AC
A .

_ = T _
Dt FLATA LD A (3.44)
DB _ B c
= = 10rA+4—L:A 285 (3.45)
Mit o
. 2 Ps P
A% = >+ (1 )b 'R In pB— 1 ; (3.46)
1 _
b
und | |
BC= i )W IO—'E’ln b L 2 (3.47)
-2 2 " Pg 3 |
oY
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ist das Di eren tialgleichungssystemgestlossen.Die fur die approximierte Verteilungsfunk-
tion charakteristischen Green und werdenberedinet mit:

S T @49
3trA + ot A)p2 5B
2 2 2
_ 9(rA)? BB+ (9(rA)® 5B)I(tr A)? (3.49)

108

Damit die Werte far und im Raum der zulassigenWerte bleiben, folgt als zusatzliche
Randbedingung, dassB < %(tr A)?. Diese Randbedingung liefert sdlie lic h nach einigen
Umformungen die Sdlie ungsgleichungen (3.46) und (3.47).

Im Folgendenwerden die viskosimetrischen Funktionen bzw. rheologistien Eigensdaften
der Modelle in einfacher Scherung und Dehnung diskutiert. Ferr die Anpassungder Modelle
an experimentelle Untersuchungen bzw. reale Fluide sollte savohl die Viskositatskurve in
stationarer Scherung, das Anlaufverhalten im Spanrversud, savie die Dehneigenshaften
untersucht werden.

3.3.4 Orientierungsellipsoid/-ellipse

Als ein mittleres Orientierungsma wurde der Kon gurationstensor A eingefuhrt. Uber die
Beredinung der Eigenwerte und Eigenvektoren kann ausdem Kon gurationstensor ein Orien-
tierungsellipsoid bestimmt werden. Die Orientierung der Ellipsoidachsenim Raum ist durch
die Eigenvektoren gegelen, deren Lange durch die Eigerwerte. Im Gleichgewictszustand
sind die Eigenwerte alle gleich gro und der von den Federharteln eingenommeneKon -
gurationsraum ist eine Kugel. Bei Stherung oder Dehnung in einer Stremung erfolgt eine
Ausrichtung der Molekele ertlang der Stremungsrichtung und mit zunehmenderSder- oder
Dehngesbwindigkeit werden die Molekelle starker ertlang einer einzigen Raumrichtung ori-
entiert und langgestre&t. Der kugelfoermige Orientierungszustand verzerrt sich zu einem EI-
lipsoid. Die Lesungder Fokker-Plandk-Gleichung wird vollstandig dreidimensionalberedinet.
Die stationare Scherung und die oszillierende Scherung sind zweidimensionale Stremungen
und der Ein uss der Stremungsparameterauf die Verteilungsfunktion in #-Richtung ist nicht
weiter diskussionswirdig. Zur Vereinfadwung wird daher anstelle des dreidimensionalenEl-
lipsoiden eine zweidimensionaleEllipse mit zugelerigen charakteristischen skalaren Geome-
triegre en diskutiert. In Abbildung 3.7 ist der Kon gurationsraum im Gleichgewittszustand
und eine entsprechend zweidimensionaleOrientierungellipse dargestellt. Fur die zweidimen-
sionaleEllipse wird mit ' x der von der x-Achseund der gre eren Hauptachseeingesbalossene
Winkel als Hauptorientierungswinkel de niert. Entsprechend bezeitinet ' y den mit der y-
Achse eingesblossenenWinkel der Hauptachse. Die Halbachsen der Ellipse werden mit 14
und |, bezeidinet. Fur den Sonderfallder vollstandigen Ausrichtung aller Federharteln in eine
einzigeRaumrichtung reduziert sich der durch A aufgespantte Kon gurationsraum zu einer
Linie. Obwohl gestilosseneFeder-Hartel Modelle schon mehrfach Gegenstandwissensbatftli-
cher Arb eiten waren, bestirankte sich die Diskussionder Modell-Eigenshaften bisher auf die
Komponerten desSpanrungstensorsund die mittlere Federlange[37,41,47]und der zusatzli-
che Informationsgehalt dieserModelle mber den Orientierungszustandwurde nicht diskutiert.
DieseDiskussionwird vervollstandigt durch die Kenngre en der Orientierungsellipsen(z. B.
durch das Verhaltnis 1,=I, als Ma fer die Breite der Orientierungsverteilungsfunktion) der
Molekellkon guration.
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Gleichgewidt
y

<V

Abbildung 3.7: Orientierungsellipse, aufgespanm durch die Eigenrichtungen von A

3.3.5 GeschlosseneFENE-Mo delle: einfache Scherung

Die Weisseibergzahl wird de niert als das Produkt aus der Fluidrelaxationszeit und der
Sdergesbwindigkeit We = _. In Abbildung 3.8 dargestellt ist die Polymerviskositat ,
d.h. die Viskositat der Matrix wssigleit muss fer die Gesanviskositat superponiert wer-
den, um eine Ubereinstimmung der Sderviskositatskurve zu Experimenten herstellen zu
konnen. Die beiden Modelle FENE-L und FENE-P erzeugenscererizahendesFlie v erhal-
ten mit einem newtonsden Plateau bei niedrigen Scherraten. Eine Erheohung der maxi-
malen Federlange b versdiebt die Viskositatskurve, so dass das newtonsde Plateau bei
heheren Scherraten in den scherertzahendenBereich ebergett. StherentzehendesVerhalten
wird durch eine starkere Orientierung der Molekele in Stremungsrichtung hervorgerufen.
Der Vergleidh der unterschiedlichen gestilossenenModelle untereinander (mit Ausnahme
des FENE-CR-Modells) bei gleichem b zeigt in der stationaren Scherstromung eine hohe
Ubereinstimmung der Viskositatskurven miteinander. InsbesondereFENE-L und FENE-P
liefern sehr ahnliche Ergebnisse.Exemplarisch dargestellt ist der Vergleicdh der Modelle mit-
einander fur b = 50 in Abbildung 3.8. Ebenfalls beredinet wurden die Scherviskositaten
desFENE-P2 und FENE-LS [47] Modells, die aber nicht im Detail diskutiert werden. Eine
ausfhrliche Parameterstudie aller Modelle ndet sich in [48].

Eine wichtige Gre e zur Charakterisierung der elastiscien Eigensthaften ist die erste
Normalspanrungsdi erenz bzw. der erste Normalspanrnungskoe zient mit der De nition
N;: = 1()_2. Eine hehere maximale Federlange bewirkt eine Versdiebung der Kurven
in doppelt-logarithmischer Auftragung und es zeigensich auch die rein elastisthien Eigen-
schaften desFENE-CR-Mo dells (vgl. Abbildung 3.9).

Betrachtet man aussdilie lic h die stationare Scherstremung, kennte man grundsatzlich auf
eine sehr gro e Ahnlichkeit der unterschiedlichen Modelle schlie en. In der instation aren
Sderung zeigt sich im Spann-Relaxationsersud, dassdie Modelle (FENE-P und FENE-L)

teilweise stark unterschiedliche zeitliche Spannungswerlaufe besitzen. Es wird deutlich, dass
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Abbildung 3.8: Sderviskositat, links: FENE-L, redts: versdiedene Modelle mit b= 50,
FENE-LS mit R2= 5

10 b=4
- b=20 -
, b=50
10" ¢ b=100 102.
b=1000
10° 2 1 o X ~ 3 2 ! K R ~ 3
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

Abbildung 3.9: Erster Normalspannungskoe zien t, links: FENE-L, redts: versdiedene
Modelle mit b= 50, FENE-LS mit R? = 5

fur eine ausreithend aussagekaftige rheologistie Charakterisierung der Fluide und insbe-
sonderefur die Anpassungder Modelle an die experimentellen Ergebnissesawohl die sta-
tionare Scherung als auch das instationare Spann-Relaxationserhalten betrachtet werden
muss. Eine wbliche Auftragung, die schnell Aufschluss eiber unterschiedliches instation eres
Modellverhalten liefert, ist die Auftragung der Spanrungskomponerten eber der Spur des
Kon gurationstensors oder der mittleren Federlange. Dabei zeigt sich, dass die Spanrun-
gen keine eindeutige Funktion der mittleren Federlange sind, sondern durch die Deforma-
tionsgestichte beein usst sind. Der Spannversud wurde ausgehendvon einem Gleichge-
wichtszustand gestartet. Die Relaxation aus einem scheroriertierten Molekelzustand liefert
dann Zustande, wo bei gleicher makroskopisther Spanrung untersciedliche mittlere Mo-
lekelll@angenvorhandenseinkennen.Aufgrund dieserBeobaditung einesHysterese-\érhaltens
im Spann-Relaxationsersud wird deutlich, dassdie makroskopisth messbarenGre en des
Spanrungszustandesi.U. keineneindeutigenKon gurationszustand der Molekelle de nieren.
Exemplarisch dargestellt ist diesesHysterese-\érhalten fur die instationare Dehnstremung
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in Abschnitt 3.4.

Die Betrachtung des Orientierunswinkels ' y zeigt, dassdas FENE-L und -P Modell eine
sehrgro e Ubereinstimmung fer ' (We) liefern. In Abbildung 3.10 sind die Ergebnissedes
mittleren Haupt-Orientierungswinkelsund tr A mit zunehmenderScergesbwindigkeit bzw.

Weisselberg-Zahldargestellt. Far We> 1ist der vom FENE-CR Modell vorhergesagteOrien-
tierungswinkel kleiner, als fur FENE-L und -P, d.h. die Feder-Harteln werdenweniger stark
in die Stremungsrichtung ausgerittet. Mit steigendemb versdiebt sich die Grenzeder zu-
nehmendenModellabweichung in ' (We) zu heherenWeisselberg-Zahlen,d.h. bei geringen
maximalen Federlangen (b < 20) wird das sdherertzeahende Verhalten wesertlich durch die
Orientierbarkeit der Federharteln gepragt. Fur kleine Werte von b zeigendie unterschiedli-

che Modelle starke Unterschiedein der mittleren Federlangebzw. tr A, die mit zunehmender
Weisselbergzahl kleiner werden. Da das Di eren tialgleichungssystemdesFENE-CR Model-
lesrein phanomenologish motiviert ist, konnendie Modellunterschiede ebenfalls nur phano-
menologist in Relation zum scherentzahendenVerhalten diskutiert werden. Scerenztahen-
des Verhalten wird durch zwei Faktoren gepragt. Eine Orientierung der Molekelle und das
Entkn aulen der Makromolekelle bzw. ein Langstreden der Federharteln. Aus Abb. 3.10wird

deutlich, dassdie Abweichungen in den Viskositatskurven bzw. das sderertzahende Flie -

verhalten hauptsachlich durch die Orientierbarkeit der Feder-Harteln gepragt wird, da sich

die unterschiedlichen Federlangenbei niedrigen Weisseergzahlennicht in unterschiedlichen
Viskositaten widerspiegeln.

In Abbildung 3.11ist far das FENE-L Modell die mit b normierte Spur von A in Abheangig-
keit der Weissemerg-Zahl dargestellt. Mit zunehmenderWeisseerg-Zahl ist lediglich fer
b= 1000eine signi k ante Abweichung desasypntotischen Anwachsensder mittleren Lange
gegember b= 4 100 feststellbar.
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b=4 b=4

Abbildung 3.10: Stationare Scherung: Orientierungswinkel ' x (links); tr A (rechts)
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10 10 10 Abbildung  3.11: Stationare Scherung,

We FENE-L Modell, normierte, relative Lange

Die Darstellung der Orientierungsellipsenfur versdiedeneWerte von b und We-Zahlen(Abb.

3.12, Abb. 3.13und Abb. 3.14) zeigt mit zunehmendermaximaler Federlange, dasshehere
Weisselberg-Zahlenfur die vollstandige Ausrichtung in eine Raumrichtung benetigt werden.
Ausgehendvom Gleichgewiditszustand wird die Orientierungsellipsegre er und acher, d.h.
dasLangerverhaltnis der beidenHauptachsennimmt zu. Unterscheidensich b= 4und b= 50
bei We=1 noch deutlich in der Form der Orientierungsellipse und nahern sich b = 50 und
b= 100im Kon gurationszustand in de Ellipsenform einander an.

We= 0.1 We=1

04 0.4
0.2 0.2
> 0 > 0
0.2 0.2 /
0.4 0.4
0.5 0 0.5
X

0.5 0 0.5
X
We = 10 We = 100
1.5
2
1
05 1
B 0/ >0
0.5 1
1
2
1.5
1 0 1 2 0 2
X X

Abbildung 3.12: Stationare Scherstremung, Orientierungsellipse, FENE-L, b= 4

26



3.3. GesthlosseneFeder-Hartel Modelle

We= 0.1
0.5 m
> 0
05
1 05 0 0.5 1
X
We = 10
15
10
5
> 0
5
10
15
20 10 0 10 20
X

Abbildung 3.13: Stationare Sctherstremung, Orientierungsellipsen FENE-L, b= 50
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Abbildung 3.14: Stationare Sctherstromung, Orientierungsellipsen FENE-L, b= 100
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3. Mikro-Makro-Mo delle far Polymerlesungen

In Abbildung 3.15 zeigt die doppeltlogarithmische Auftragung desL angerverhaltnissesder
beiden Halbachsen der Orientierungsellipse ein nichtlineares Anwadsen der Hauptach-
senknge (I;) gegember der Lange der Nebenadise (Ip) und somit eine zunehmendengere
Orientierungsverteilung mit zunehmenderWeisseterg-Zahl und steigender maximaler Fe-
derlange.Abbildung 3.16verdeutlicht, dassdie besserelrientierbark eit der Molekelle in einer
engerenOrientierunsgverteilung und somit in einemgre eren Verhaltnis |,=I, resultiert. Ge-
gereber dem FENE-P und -L Modell bleibendie Feder-Harteln im FENE-CR Modell starker
in unterschiedliche Raumrichtungen orientiert und auch die L angerverteilung ist bei gro en
Weisselberg-ZahlenWe> 1 breiter als bei FENE-L und -P. Dareberhinaus hat sich gezeigt,
dassdie Funktion 1,(We) nicht nennensvert von der maximalen Federlange abhangt.

5

10
— b=4
—e— b=20
—a— b=50
—— b=100
o —v— b=1000
!ﬁ
10° , , Abbildung 3.15: Stationare Scherung:
102 10° 10° Ve_rhaltnis d(_er Hauptachsenkngen der Ori-
We ertierungsellipsel,=l,, FENE-L
s b=4 . b=100
10 " " 10 "
— — CR
- - P
o 10°f — L
10 ¢
= =
I T 10°)
10'} )
107§
100 2 .O 2 100 2 0 2
10 10 10 10 10 10
We We

Abbildung 3.16: Stationare Scherung: Verhaltnis der Hauptachsenkngen der Orientie-
rungsellipsela=ly, links: b= 4, rechts: b= 100

Einerseits mussenAnpassungender rheologistien Modelle an experimertelle Beobadtun-
gen ausreidiend abgesitiert werden, indem aud die Richtigkeit der Vorhersageder Mo-
lekelstruktur eberpreft wird. Dies erfordert erheblichen experimertellen Aufwand (z.B.
durch Neutronen-Kleinwinkelstreuung), ist aber meglich. Mit einemvertrauensweirdigen Mo-
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dellparametersatzkann mit Mikro-Makro-Mo dellen sdilie lic h in makroskopiscen Stremun-
gen der Einuss der Stremung auf die Mikrostruktur qualitativ untersucht und vorher-
gesagtwerden. Der hohe Informationsgehalt von Mikro-Makro-Mo dellen bei numerischen
Stremungsberedinungen nicht-newtonscher Fluide wird bereits in dieseneinfachen rheome-
trischen Stremungen deutlich. In mehreren Arb eiten konnte durch Spann- Relaxationsver-
suche und die experimertelle Bestimmung der viskosimetrischen Funktionen gezeigt wer-
den, dassdas FENE-P Modell Das Flie v erhalten realer Fluide (z. B. Polyisobutylen-L esun-
gen) abbilden kann [49], [39]. Nach wie vor experimentell unbestatigt bleibt die theore-
tische Modellvorhersagedes Kon gurationszustandes in Scerstremungen. Mit zunehmen-
dem inhaltlic hen Gewicht werden Mikro-Makro-Mo delle auch in aktuellen wissensbaftlichen
Fachbeichern diskutiert [50], so dassdieserAspekt trotz deshohen experimentellen Aufwan-
desweiter erforsdt wird.

3.3.6 GeschlosseneFENE-Mo delle: uniaxiale Dehnung

Neben der stationaren Scherstromung numerisc leicht zu beredinenist die uniaxiale Dehn-
stremung. Die experimentelle Bestimmung der Dehnviskositat hijgegen wird insbesondere
bei hohen Dehnraten zunehmend schwieriger. Nichts desto trotz ist die stationare Dehn-
stremung bzw. die Messungder Dehnviskositat in Abhangigkeit der Dehnrate _ein Stan-

dardexperiment zur umfassenderrheologistien Charakterisierung nicht-newtonsder Fluide.

In Abb. 3.17ist die Dehnviskositat in Abhangigkeit der dimensionslosenDehngesbwindig-

keit We = _ aufgetragen. Mit zunehmenderdimensionloser Dehngesbwindigkeit zeigen
die Modelle die fur Polymerlosungentypische Dehnverfestigung, welche aus der begrenzten
Dehnbarkeit der Molekele resultiert. Ein Oldroyd-B Modell lieferte aufgrund des linearen

Federkraft-Gesetzeseine unbegrenzte Dehnbarkeit, worin die wesernliche Schwache dieses
Modelltyps begrendet liegt.

SO OTCOTOT

1t1¢]

0
10 ' ' ' '
10° 10 10° 10" 10° 10° 10" 10° 10" 10°
We We

Abbildung 3.17: Uniaxiale Dehnstremung, Dehrnviskositat, links: FENE-L, rechts Modell-
vergleich fur b= 50

Abbildung 3.18 zeigt, dassdie Unterschiede in der vorhergesagtenmittleren Molekellange
bei niedrigen Dehnraten zwisthen den untersciedlichen Modellen gravierend ist, fer hehere

Dehnraten We > 10 geringer wird und sich asymptotisch dem Grenzwert der maximalen
Federlange nahert.
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80t
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40}

Abbildung 3.18: Stationare uniaxiale Dehnung, Modellvergleidh, tr A

Entsprechend Abb. 3.19 zeigen die Federharieln mit einer zunehmendenmaximalen Fe-
derlangebei gleicher Dehnrate eine bessereOrientierbarkeit und somit ein gre eres Verhalt-
nis von lz=l,. FENE-L und FENE-P zeigenin Abb. 3.20 nur unweseittliche Unterschiede in
der Dehndharakteristik bzw. audh in der Breite der Orientierungsellipse.

Die Orientierungsellipsender stationaren uniaxialen Dehnstremung zeigenfur b= 100bereits
fur We = 1 eine vollstandige Ausrichtung der Hauptachse des Orientierungsellipsoidsin der
Dehnrichtung, so dass fur hehere Dehnraten nur noch die mittlere Federlange zunimmt
und die Breite der Orientierungsverteilung abnimmt (siehe Abb. 3.21). Scwerpunkt dieser
Arb eit ist weiterhin die oszillierende Scherung mit gro er Deformationsamplitude mit dem
Vergleith deso enen und der gestilossenenModelle miteinander, so dassfur die uniaxiale
Dehnstremung und die vorangegangenerAusfehrungen zur stationaren Scerung lediglich
diein der Literatur bishernicht diskutierten charakteristischen Gre en zur Besdireibung des
Kon gurationszustandes gezeigtund erganzt wurden.
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Abbildung 3.20: Verhaltnis der Hauptachsenlangender Orientierungsellipsel ;=I,, FENE-L

31



3. Mikro-Makro-Mo delle far Polymerlesungen
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Abbildung 3.21: Stationare Dehnung, Orientierungsellipsen FENE-L, b= 4 und b= 100

32

b=4We=1
1
05
> 0
05
1
1 05 0 0.5 1
X
b=4We=1
30
20
10
> 0
10
20
30
40 20 0 20 40
X




3.4. Hyteresewerhalten in Dehn-/Relaxationsversuden

3.4 Hytereseverhalten in Dehn-/Relaxationsversuchen

Um den Ein uss des mikrostrukturellen Orientierungszustandesauf den makroskopischen
Spanrungszustandweitergehendzu charakterisieren, wird das Anlauf- und Relaxationswer-
halten in der uniaxialen Dehnstremung fer das o ene FENE-Modell untersucht. Gibt man
fur die Dehngesbwindigkeit ausgehendvon einem Ruhezustand des Fluids eine sprungar-
tige Beansprudwng vor bis der stationare Zustand erreicht wird und beobaditet dann das
Spanrungsrelaxations\erhalten, zeigt sich ein charakteristisches Hysteresewerhalten in der
Funktion S; = f (tr A). Es lasst sich beobaditen, dassdie Spanrungen keine eindeutige
Funktion der mittleren Federlange sind. In Abbildung 3.22 ist u.a. die erste Normalspan-
nungsdi erenz als Funktion von tr A dargestellt fur b= 20 und mit der Dehngesbwindigkeit
_= 1 1/s. Bei gleicher mittlerer Federlange werden unterschiedliche Werte der ersten Nor-
malspanrungsdi erenz erreicht. Begreindet ist diesesVerhalten durch die Tatsade, dassdie
Langerverteilungsfunktion der Molekele trotz gleicher mittlerer Langeim Anlauf- und Rela-
xationsverhalten unterschiedliche Formen annimmt (Abbildung 3.23). Als Sclussfolgerung
kann festgehalten werden, dass die Deformationsgeshichte den mikrostrukturellen Orien-
tierungszustand beein usst und sich daraus ergelende untersciedliche Spanrungszus®nde
allein mit mittleren Orientierungsgre en nicht ausreitend besdireiben lassen. Aus expe-
rimenteller Sicht bedeutet dies, dass das spanrungsoptisthie Gesetz in diesem Fall keine
Gultigkeit besitzt [51]. Das spanrungsoptisthie Gesetz nimmt einen eindeutigen, linearen
Zusammenhangzwiscen der Schubspannung und der Stremungsdoppelbrechung durch das
Fluid an. Somit wird jedem Spanrungszustand ein eindeutiger Orientierungszustand zu-
geordnet. Die numerischen Stremungsheredinungen zeigen jedoch, dass dieser eindeutige
Zusammenhangfur Feder-Hartel-Modelle nicht geltig ist. Fer Polymerlosungen,die durch
Feder-Hartel-Modelle abgebildet werden kennen, stellen numerische Beredinungen daher ei-
ne Meglichkeit dar, mit der Verteilungsfunktion Informationen wber den mikrostrukturellen

Orientierungszustand zu erhalten, die experimentell wenig bis gar nicht zugenglich sind.

(4)
15

10

Nl’ tr A

tr A

0 5 10 15
tr A t

Abbildung  3.22: Uniaxiale Dehnstremung, b = 20, We = 1, Verteilungsfunktion (r),
#= =2," =0
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Abbildung  3.23: Uniaxiale Dehnstremung, b = 20, We = 1, Verteilungsfunktion (r),
#= =2," =0

3.5 Zusammenfassung

Fur das o ene Feder-Hartel-Modell konnte der Kon gurationsraum durch die Verwendung
einesfedermittenzertrierten Koordinatensystemsgegember dem konventionellen kugelzen-
trierten Koordinatensystemverkleinert werden.Die Verstiebung desKoordinatensystemsin
den Federmittelpunkt verringert die Zellenanzahlin der Diskretisierung der Fokker-Plandk-
Gleichung bei gleicher Gitterau ®sungim Vergleidh zum kugelzeririerten Koordinatensystem
um den Faktor vier. Damit wurde die benetigte Redchenzeit fur die numerische Losung der
FP-Gleichung mit Finiten-Di erenzen deutlich reduziert und die Berechnung oszillierender
Sderstromungen mit geringenFrequenzenermeglicht.

Neben den viskosimetrischen Funktionen wurden fer die gestilossenenModellein stationarer
Sderstromung und uniaxialer Dehnstremung einige wichtige Gre en fur die Charakterisie-
rung des Orientierungszustandeseinge®hrt und diskutiert. Fer den Kon gurationstensor
zweiter Stufe kann mit Hilfe der Eigerwerte und -vektoren ein Orientierungsellipsoid (bzw.
wird eine zweidimensionaleEllipse diskutiert) aufgespanm werden, der Aussageneber den
Grad der Orientierung und einen Hauptorientierungswinkel ermeglicht. Zusammenfassend
wurde festgestellt, dass mit steigender Scher- und Dehngesbwindigkeit die mittlere Fe-
derlange zunimmt und sich aufgrund des nichtlinearen Federkraftgesetzesasymptotisch der
maximal meglichen Lange nahert. In der Scherstremung nimmt die Ausrichtung der Feder-
hanteln in Stremungsrichtung mit zunehmenderSdergesbwindigkeit zu und das Verhalt-
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nis der langeren zur kerzeren Ellipsoidhalbachse steigt ebenfalls an, bis im Grenzfall ei-
ne vollstandige Ausrichtung erreicht wird. In der Dehnstremung ist die Orientierungsellip-
se ausgehendvom Gleichgewiditszustand bei allen Dehnraten im stationaren Zustand in
Stremungsrichtung orientiert. Bei geringer dimensionslosermaximaler Federlangeb = 4 ist
die durch das FENE-P Modell vorhergesagtemittlere Federlange im betrachteten Bereich
der dimensionslosenScergesbwindigkeit (Weisseiberg-Zahl) von 10 2 bis 200 gre er als
die desFENE-L Modells. Mit zunehmendemb werden die Modellunterschiede des FENE-L
und -P Models fur den Hauptorientierungswinkel und die mittlere Leange geringer. Obwohl
das FENE-CR Modell eine scherratenunabhangige Viskositat besitzt, ist der Hauptorien-
tierungswinkel und die mittlere Federlange in der stationaren Scherstromung fer b > 20
den Charakteristiken des FENE-L und -P Modells ahnlich. Das Verhaltnis der mit dem
FENE-CR Modell beredneten Ellipsenhalbatsenhingegenunterscheidet sich beispielsvei-
sefur b = 100 und We = 10 deutlich von den Ergebnissenvon FENE-L und -P und ist
jeweils geringer. Insgesant konnte gezeigtwerden, dassfer die vollstandige Charakterisie-
rung eines mittleren Orientierungszustandesmindestensdrei typische Gre en ausgevertet
und diskutiert werdenmessen,namlich die Spur desKon gurationstensors, der Hauptorien-
tierungswinkel der Orientierungsellipse, sovie das L engerverhaltnis der Ellipsenhalbadsen
als Ma fur die Breite der Orientierungsverteilung. Diese Gro en werden im Ergebnisteil
der oszillierenden Scherung fer den Vergleich des o enen und der gestilossenenModelle
diskutiert.
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4 Numerische Metho den der
Feder-Hantel-Mo delle

Verantwortlich ist man nicht nur fur das,
was man tut, sondern auch fur das, was
man nicht tut.

Laotse

Da in dieser Arb eit viskosimetristhe Stremungen von Polymerlosungemberedinet werden,
wird dasGesdwindigkeitsfeld bzw. der Gesdwindigkeitsgadiert als Funktion der Zeit vorge-
geben und die Fokker-Planck Gleichung ohne die Impulserhaltungsgleidiungen gelest. Auch
bei experimertellen Untersuchungen basiert die Auswertung der Messergebnissder rheo-
metrische Stremungen auf der Annahme einer ertlich konstanten Schergesbwindigkeit im
Messspalt, was insbesonderedurch Verwendung einer Kegel-Platte Geometrie oder fer eine
Couette-Geometriemit geringer Spaltweite realisiert werden kann. In einem spateren Kapi-
tel wird fer gestilosseneMikro-Makro-Mo delle fer Fasersusgnsionenaud eine geloppel-
te Beredinung der Hydrodynamik und des Di eren tialgleichungssystemsder rheologistien
Sto gleichung diskutiert werden.Im Folgendensind die verwendetennumerischen Methoden
fur die Lesungder Fokker-Plandk Gleichung dargestellt.

4.1 Diskretisierung der Fokker-Planck Gleichung

Ortsdiskretisierung Die Fokker-Plandk Gleichung als lineare Di eren tialgleichung fur  mit
nicht-k onstarten Koe zien ten wird mit der Finite-Di erenzen-Metho de diskretisiert. Fur die
Ortsdiskretisierung werden zertrale Di erenzen zweiter Ordnung und ein nicht aquidistantes
Gitter verwendet. Die Leosungerfolgt im Kugelkooridnatensystemund esgilt mit x fur die
untersdiedlichen Raumrichtungen:

@ _ in i1,

@ i_ Xie1  Xi 1’ @
@ _ (o X )+ (X X) i(Xie1  Xi 1),

@ i_ Xi+1  Xi 1 ' (4.2)

Ebenfallsim Rahmen dieser Arb eit programmiert wurden zertrale Di erenzen vierter Ord-
nung mit einer Randdiskretisierung zweiter Ordnung mit Reckwarts- und Vorwartsdi eren-
zen.Bei denverwendetenRedengittern zeigte sich mit der Diskretisierung heherer Ordnung
keine nennensverte Verbesserungder Lesungsgenauiggit und Stabilit at , so dassdieseim
Folgendenaufgrund der heherenRedhenintensitat nicht weiter verwendet wurden.
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Zeitdiskretisierung Die Zeitdiskretisierung wurde aufgrund der guten Eigenstaften
beziglich Stabilit at und Genauigkeit mit dem Crank-Nicolson Verfahren (zweiter Ordnung)
realisiert:

n+1 n

1
== E(I:”+l + FM): (4.3)

Dabei bezeitinet n den letzten Zeitschritt und n + 1 den neuen Zeitsdhritt.

Insbesonderefer Berecinungen mit gro en ertlichen Gradienten der Verteilungsfunktion

ist zu erwarten, dassdie Finite-Di erenzen Methode zu unphysikalischen Oszillationen neigt
und eine sorgltige Wahl der Gitterau osung erfordert. Lozinski und Chauvi ere zeigen
u.a. in [12,13] einen numerischen Algorithm us mit Spektralverfahren, nur ist der Imple-
mertierungsaufwand dieser Methode als deutlich heher einzushatzen und die numerische
Stabilit at nicht weserlich besser,so dassim Rahmen dieser Arb eit eine Algorithm us mit
Finiten-Di erenzen bewvorzugt wird.

4.2 Lesung des linearen Gleichungssystems

Das lineare Gleichungssystemsder diskretisierten FP-Gleichung wird mit einem iterati-
ven Leser der University of Notre Dame, Indiana, USA gelest. Dabei kommt ein ILU-
Vorkonditionierer und die QMR (,,Quasi Minimal Residual ) Methode zum Einsatz®.

4.3 Numerische Integration

Neben der Beredinung der Verteilungsfunkgion aus der Lesung der Di eren tialgleichung
muss zusatzlich die Normierungsbedingung (g;t)dg = 1 erfullt werden. Andernfalls ist
die Verteilungsfunktion durch die Randbedingungennicht eindeutig de niert und die beiden
Falle (g;t) ! Ound (g;t) ! 1 werdenbeobadtet.

Nach der Lesungder DGL wird die unnormierte Verteilungsfunktion ©numerisch uber den
Kon gurationsraum integriert und in jedem Gitterpunkt i durch den Wert desIntegrals |
dividiert:
Z 0
| o= O(q;t)dq; = _i: (4.4)

o

Dareber hinaus erfordert die Berechnung der Komponerten des Spanrungstensorsund des
Kon gurationstensors eine numerische Integration eber den Kon gurationsraum. Dieseln-
tegration kann vollstandig im transformierten Koordinatensystem elber h, # und ' anstatt
r,#und' vorgenommenwerden. Mit einem ,Platzhalter\ Cfur denjeweiligen Integranden
(Komponerten des Kon gurations- und SpanrungstensorsAj ;S ) kann man im federzen-
trierten Koordinatensystem sdreiben:

HTL lterative Template Library http://osl.iu.edu/researc hfitl/, MTL The Matrix Template Library
http://www.osl.iu.edu/researc h/m tl/
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Z,2 <2 pB:z
C (r;#' )r?sin#dr d#d' =
0 0 0
AT L b b,
0o o0 1C 2 Y (h;# )1_6 §(1+ h) sin#dh d#d'; (4.5)
re= P(l*' h); @ quii 4.6)
8 @ 16 b4 p)

Die Integrationsgrenzenin Gl. (4.5 bzw. die Gre e des Rethengebieteshangenim r;#;" -
Koordinatensystemvon b ab, sodassfer ein Gitter mit gleicher Zellengre e mit zunehmender
maximaler Federlange mehr Gitterpunkte benetigt weirden. Verwendet man die Transfor-
mation von (r;#;') nadch Y(h;#;') und fehrt alle numerischen Integrationen auf dem
h;#;" -Gitter durch, sind die Intervall-/In tegrationsgrenzenmit h [ 1;1] unabhangig von
der maximalen Federlange, so dassmit zunehmendemb ein festesRecdengitter die gleiche
Genauigkeit der numerischen Integration liefert. In dieser Arb eit wird daher nicht nur die
FP-Gleichung fur Y anstatt gelost, sonderndas Integral (4.5 numerisch ausgevertet. Die
Verteilungsfunktion  wird ansdlie end explizit mit Y beredinet. In der Diskussion der
Ergebnissewird die Darstellung der Verteilungsfunktion  beworzugt, da diese ansdauli-
cher diskutiert werden kann als Y. Ein auf den ersten Blick recht grob wirkendesGitter in
r-Richtung hat aus den oben genanrten Greinden keine Auswirkung auf die Genauigkeit der
Lesung.

Quadraturfo rmeln Die numerische Integration wird mit der Methode der Quadraturfor-
meln nach Newton und Cotes durchgefeuhrt. Ausgewertet werden muss ein Riemann-
Integral der Form:
Zp
I (f) = f (x)dx: (4.7)
a
Die sogenanten Newton-Cotes Formeln ersetzenden Integranden f (x) durch ein Interpo-
lationspolynom. Das gesante Integral wird dann durch die Aufsummierung der Teil achen
zwisthen den Stetzstellen desPolynoms beredinet. Im Rahmen dieser Arb eit wird mit dem
Simpson-\erfahren ein Interp olationspolynom zweiten Gradesverwendet. Fer ein nichtaqui-
distantes Gitter ergibt sich das Teilintegral zwisdhen den Steitzstellen x1, X2 und x3 mit den
entsprechenden Funktionswerten f 1, f> und f 3 zu:

L(F); = 1(faxo i f1xs i Xaf2 + X21f3 fgxz +2x3f2)(x§2 x3)
3 X{X2 X{X3 X1X5+ X1X§ X§X2+ X3X5
1(x3f1 fax3 fox3 x3fo+ fox3+ fax3)( x5+ x3)
2 (X2 X3)( XoX1+ XoXz+ X2 X3X1)

+ (f 3X%X2 f2X%X3 X%leg + f2X1X% + X%f 1X3 X%f 1X2)( X1+ X3) .

(4.8
(X2 X3)( XoX1+ XoX3+ X2 X3X1) (48)

Die Simpson-Quadraturformel wurde aufgrund ihrer Fehlerordnung vom Grad vier verwen-
det. Vergleidhend wurde auc die Trapez-Formel (Fehlerordnung zwei) verwendet. Gegerelber
Quadraturen vom Gau -Legendre-Typ besitzt die Simpson-Formel den Vorteil, dassdasDis-
kretisierungsgitter fer die Auswertung der Integrale an den Stutzstellen verwendet werden

39



4. Numerische Methoden der Feder-Hartel-Modelle

kann. Gau -Legendre Polynome erfordern hingegen eine Berechnung von Stetzstellen der
Legendre-Polynome und es hat sich gezeigt, dassder zusatzliche Rechenaufwand im Ver-
gleich mit dem Simpson-\erfahren nicht durch eine hehere Genauigleit aufgewogen wird.
Das Diskretisierungsgitter mussfer eine stabile Lesungbereits so fein gewahlt werden, dass
die numerische Integration mit der Simpson-Formel ausreitiend genauist. Die mehrdimen-
sionale Integration im Kon gurationsraum wird durch die sukzessie Auswertung der Inte-
grationen in den einzelnenRaumrichtungen realisiert.

YA 1
In(#" )= f(h)dh;
z
l4() = | h(#;" ) sin? #d#;
z .0
| ges = i | 4(" )d" (4.9)

4.4 Validierung des FP-Algorithmus

Die Validierung des Algorithm us zur Lesung der Fokker-Plandk-Gleichung kann fer den
Gleichgewidtszustand und die stationare, uniaxiale Dehnung durch den Vergleich mit der
analytischen Lesungerfolgen.

4.4.1 Analytische Gleichgewichts-Lesung

Im Ruhezustand verstwinden Gesdwindigkeitsgradierten und die Feder-Harteln nehmen
eine Gleichgewidtsverteilung ein, wobei dieseisotrop in #- und ' -Richtung ist. In r-Richtung
sind die Langender Federharteln anistorop verteilt. Im federzertrierten Koordinatensystem
erhalt man die Gleichgewidtslesung mit:

D
L=0, —=-=0
) Dt ,

1 1
) 0=r1 4 4_F(q2) eat g7l a eq s
) 0=F(Q) eq*+ T q eq

b
42 2
eq(r) =C 1 T . (410)

Die Konstante C in Gl. (4.10 wird uber die Normierungsbedingung (3.19 berednet.

4.4.2 Analytische Lesung Dehnstremung

Fur eine stationare Dehnstromung kann ebenfalls eine analytische L esungberedinet werden
[12]. Im federzenrierten Koordinatensystem gilt:

N|o

1 . . .
eong(;#,") = 1 E(4r23|n2;1‘¢c0§' + 4r?sin#sin’' + 4r?cos #)

iiexp( (AL1ar?sin?#cos’' + 4Loor2sin?#sin®' + 4Lasr?cos #)):
(4.11)
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Fur den Fall einer uniaxialen Dehnung vereinfadit sich diesenach der Koordinatentransfor-
mation zu:

S 1
Ly =0, 16] Lia="Llop=1Ls= 5
. 1oh: 1 . .
eong(Ni#') = —— exp 7L 11b(3 cog' cog# 3cog' + 1)(1+ h))

2
(4.12)

4.4.3 Ergebnisvergleich numerische Lesung/analytische Lesungen

Fur die Validierung der implemertierten numerischen Methoden und derenGenauigkeit wur-
de die Lesungder Fokker-Planck Gleichung mit denanalytisch beredineten Verteilungsfunk-
tionen im Gleichgewictszustand und in der uniaxialen Dehnstremung verglichen. Es wurden
Gitter mit unterschiedlichen Gitterau esungengeneriert (siehe Tabelle. 4.1). In h-Richtung
wurde das Gitter zu den Randern hin verfeinert, wobei der Gitterabstand fur r ! 0O fur
einige Punkte aquidistant festgesetztwurde. Aufgrund der Koordinatentransformationsvor-
sdrift von h nach r weirde sich sonsteine zu hohe Gitterau esungam inneren Rand ergelen.

Tabelle 4.1: Gitterau esungen

#= 00714 ' = 0.076
M1: h=005 011 N = 62997 N, = 23
M2: h = 0:008 0:063 N = 82087 Np = 43

In Abbildung 4.1 sind die analytische Referenzbsung und die Ergebnisseder Gitter M1
und M2 sowohl fur die Verteilungsfunktion  als audh die Lesung der transformierten Y
dargestellt. Die Verteilungsfunktion und Y sind in #- und ' -Richtung isotrop. Abbil-
dung 4.2 zeigt die Ergebnissefer eine Dehngesbwindigkeit von _= 2 1/s. In #-Richtung
ist 1 10 °, in ' -Richtung liegen zwei Maxima vor. Dargestellt ist die Leangerver-
teilung fur # = =2 und ' = 0. Der Vergleidh der Langerverteilungsfunktionen fer das
Gleichgewidht und die uniaxiale Dehnstremung verdeutlicht, dass eine gezielte Erhehung
der Gitterau esungim Bereich hoher Gradienten fur die spatere Beredinung der oszillieren-
den Sderung nicht realisierbar ist, ohne den Abstand der Gitterzellen zeitlich zu andern.
Die Verteilungsfunktion durchlauft in der oszillierendenScterung mit der Zeit kontin uierlich
einen Zustand zwischen der Gleichgewidtsverteilung und einer starken Ausrichtung der Fe-
derhanteln in eine Richtung. Eine zeitabhangigeNeugenerierungdesGitters mit Interpolati-
on der Funktionswerte zwischen den Gittern ist aufgrund deszusatzlichen Rethenaufwandes
unpraktik abel. Die Berechnungen der oszillierendenSderung wurden mit dem Redhengitter
M1 durchgefuhrt. DieseGitterau esungstellt einen Kompromiss beziglich der Genauigkeit
und der Redhenzeit dar. Insbesonderefur kleine Frequenzen(! < 5 1/s) wird die Rethenzeit
mit dem Gitter M2 fur Parameterstudien unpraktik abel.
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Abbildung 4.1: O enes FENE: Vergleich mit analytischer Gleichgewidtslesung, b= 40
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Abbildung 4.2: O enes FENE: Vergleidh mit analytischer Lesung der uniaxialen Dehn-
stremung, b= 40, =21/s,#= =2,' =0
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5 Polymerloesungen: Mechanische
Spektroskopie

Jeder, der sich die Fahigkeit erhalt,
schoneszu entdecken, wird nie alt werden.
Franz Kafka

Die oszillierende Scherung ermeglicht u. a. die Beurteilung der viskoelastishien Eigensharf-
ten von nicht-newtonschen Flessigleiten und ist beispielsveisefur die Charakterisierung mi-
krostruktureller Zustandsanderungen(Sol-Gel-Ubergang, Polymer-Netzwerkbindungen) ein
wichtiger Bestandteil rheologisdier Experimerte [7,9]. Esist zu unterscheidenzwisten oszil-
lierender Scherung mit kleiner Deformationsamplitude (,, Small Amplitude Oscillatory She-
an =SA0OS) und Sdcerung mit gro er Deformationsamplitude (,,Large Amplitude Oscillato-
ry Sheak =LA OS). Um diese Scherungsarten gegeneinanderabzugrenzen,muss zuerst die
SAOS-Stremung genauerde niert werden.

5.1 SAOS: Scherung mit kleiner Deformationsamplitude

In eineroszillierendenSderung wird im Allgemeinenfur die Deformation oder die Spanrung
eine harmonische Funktion mit konstarnter Amplitude und Frequenz vorgegelen und die
Spanrungsartwort bzw. Deformationsgesbwindigkeit des Fluids gemesserbzw. numerisch
beredinet. Mit einer sinusfermigen Vorgabe der Deformation  folgt:

(©) = osin(! 1);
Sia(t) = Sizosin(l t+ ): (5.1)

Die Phaserversdiebung zwisthen der Deformation und der Schubspanrungsartwort wird
als Verlustwinkel bezeidinet und ist von den rheologisdien Sto eigensdaften abhangig. Mit
der Deborah-Zahl De wird eine dimensionsloseFrequenzde niert:

De=! : (5.2)

Mit der Weissemergzahl wird die dimensionsloseStergestwindigkeitsamplitude bezeit-
net.

We= oDe= g! ;
_(t) = Wecoqd! t): (5.3)

Als charakteristische physikalische Gre en fer die Flie eigenschaften in der oszillierenden
Sdherung sind die dynamischen Moduln G° (Speichermodul) und G (Verlustmodul) sowie
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der Verlustfaktor tan etabliert. Fer die De nition dieserGre en wird die Scubspannungs-
antwort mit dem Additionstheorem der Sinus-Funktion zerlegt:

S12(t) = Siz0sin(! t)cos + Sizpcoq! t)sin ;
S12(t) = SPgsin(! t) + SPgcog! t);

c0= St20. oo StZo.
o o
Sia(t) = GO gsin(l t) + G gcos( t): (5.4)

Von einem linear viskoelastistien Verhalten spricht man, solange die dynamischen Mo-

duln unabhangig von der Deformationsamplitude sind. Wesertliches Kennzeichen der SAOS-

Stremung ist, dassdie Spanrungsartwort Si,(t) eine harmonische Funktion mit der Grund-

frequenzund die erste Normalspanrungsdi erenz eine harmonisde Funktion mit dem Dop-

pelten der Grundfrequenz ist. Bei der rheologish©ien Charakterisierung von Flessigleiten

mit SAOS pruft man in der Regel bei einer konstarten Frequenz, bis zu weldher Defor-

mationsamplitude die Spanrungsartwort der Flessigleit als linear viskoelastish angesehen
werden kann. Weiterhin bestimmt man die Frequenzsgktren der dynamischen Moduln, den

Verlustfaktor und den Betrag der komplexen Viskositat bei einer sehr kleinen, konstanten

Deformationsamplitude [52]. Mit zunehmenderDeformationsamplitude kann dasFluid in der

Spanrungsartwort Frequenzarteile mit heherenVielfachen der Grundfrequenz besitzen.Die

oszillierende Scherung in diesemDeformationsbereich wird als LAOS-Stremung bezeidinet.

In Abschnitt 5.2 werden zunachst die Ergebnisseder Beredhinung von SAOS-Stremungen
diskutiert bzw. die Charakterisierung deslinear viskoelastishen Bereichs mit dem Vergleic

deso enen FENE-Modells und FENE-P und -L vorgenommen.

5.1.1 Linear viskoelastischer Bereich

Die Deformationsabhangigkeit der dynamischen Moduln wird im Folgendenbei unterscied-
lichen Frequenzenuntersucht. Die Deborah-Zahl wurde zwisthen De = 0:2 und De = 20 va-
riiert. Ziel der Berednungenist der direkte Vergleidh zwischen den Ergebnissendeso enen
Modells und den gestilossenenModellen FENE-L und -P , um den Ein uss die Sdlie ungs-
annahmen auf die Fluideigensdhatften in oszillierender Scherung zu quarti zieren. Feur die
Auswertung bzw. Beretinung der dynamischen Moduln ist ein eingesbwungener Zustand
der Modellantwort auf die vorgegeleneDeformation zu betrachten. Als Anfangskon guration

der Federharteln wird der Gleichgewiditszustand gewahlt. Der instationare Anlaufvorgang
wird somit zwar beredinet, aber nicht ausgevertet. Fer die Bestimmung des Verlustwin-
kels mit der FFT-Analyse wird angestrebt, eine Spanrungsariwort auszuerten, die sich
eiber mindestens zwei Perioden im eingesbwungenen Zustand erstreckt. Aufgrund der re-
lativ langen Redenzeiten des o enen Feder-Hartel-Modells werden fer den Vergleidh des
0 enen mit den gestilossenenModellen exemplariséi Rechnungen bei zwei versdiedenen
Deborah-Zahlen durchgefuhrt. Es zeigte sich, dassbei kleiner Deformationsamplitude und
Deborah-Zahl De < 2 die Auslenkung aus dem Gleichgewidtszustand so gering wird, dass
die Ergebnissedeso enen Modells aufgrund der Diskretisierungsfehlernicht mehr als Refe-
renzergebnisgegemiber den gestilossenenModellen angeseherwerdenkennen. In Abbildung
5.1 sind der Speicher- und Verlustmodul als Funktion der Deformation fer b= 40bei De = 2
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und De = 5 dargestellt. Der linear viskoelastisdhe Bereich erstredkt sich bei beiden Frequen-
zen etwa bis zu einer Deformationsamplitude ¢ 1. Es zeigt sich, dassdie Ergebnissedes
FENE-L und -P Modells nur gering voneinanderabweichen. Die Abweichungenzwisdhendem
o enen und gestlossenenModell sind auf die bereits angesprahenen Schwierigkeiten der
numerischen Lesungder FP-Gleichung bei kleinen Deformationsamplituden zureickzufethren.
Die dynamischen Moduln zeigendie gleichen funktionale Abh eangigkeit von der Deformations-
amplitude. Die elastistien Eigensdaften eberwiegendie viskosenEigensdaften bei geringen
Deformationen und das Ende deslinear viskoelastishen Bereichs au ert sich durch das An-

steigenvon G% Der Speichermodul fallt fur De = 2 aus dem Plateau direkt ab, wohingegen
bei De = 5 ein Maximum durchlaufen wird.

De=2 De=5
0 G’ 0 GA g
10" | 4 10 | R
, v/
8 = S g
0] - O] .
oS- / P\ o- V/
O U= = @=:=@:?—8 O] ; ,.//O
G~ /' GAA :%;_vﬁ
- - — LN J - WTET =8~ offen
N ~ o~~~ FENEP
) . - FENE L
10 — , 107 0
10 10 10 10 10 10
0 0

Abbildung 5.1: Modellvergleidh: b = 40, ,0en\, FENE-L und -P, links De = 2, rechts
De=5Gl{, G%f .{

In Abbildung 5.2 ist der Verlustfaktor im Vergleidh deso enen mit FENE-L und -P dar-
gestellt. Lediglich far ¢ = 0:2;De = 2 liefern das o ene und die gestilossenenModelle
unterschiedliche Ergebnisse,d.h. das Verhaltnis der beiden Moduln zueinander stimmt bei
den Modellen trotz der gefundenenUnterschiede fur G°und G%bei De = 2 gut wberein.

Die Abbildungen 5.3 und 5.4 zeigenim Vergleidh von FENE-L und FENE-P bei weiteren
Frequenzenin der Deformationsabhangigkeit der dynamischen Moduln eine gute Uberein-
stimmung der gestilossenenModelle. Zusammenfassendkann festgehaltenwerden, dassdie
makroskopiscen Fluideigensthaften fur alle untersuchten Feder-Hartel-Modelle gut mitein-
ander ubereinstimmen. Die unterschiedlichen Sclie ungsannahmen nehmen daher zumin-
dest auf die dynamischen Moduln und den Verlustfaktor keinen entscheidenden Ein uss.
Das weitere Hauptaugenmerk wird im Folgendenauf der Diskussion der mikrostrukturellen
Eigenshaften liegen. Der Ein uss der Deformationsamplitude auf die mikrustrukturellen
Gre en (Amplitude und Mittelw ert von tr A und der Amplitude deseingesblossenenWin-
kelsder Orientierungsellipsemit dery-Achse' ) wird in demKapitel 5.2und fer dasFENE-L
Modell in einer detaillierten Parameterstudieim Abschnitt 5.3 diskutiert. Im Folgendenwird

bei konstanter Deformationsamplitude die Frequenzablangigkeit der Sto eigensdaften im
Modellvergleich diskutiert.
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De=2 De=5
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Abbildung 5.2: Modellvergleich: b= 40, ,0 en\, FENE-L und -P, Verlustfaktor fer De = 2
(links), De = 5 (rechts)

. 15 "
—e— FENEP —e— FENEP

-~~~ FENEL

-~~~ FENEL

tan

Abbildung 5.3: FENE-L, -P, b= 40, Verlustfaktor

5.1.2 Konstante Deformationsamplitude, Variation der Frequenz

Als Ergebnisdesvorherigen Abschnittes ist festzuhalten, dassin dem untersuchten Frequenz-
bereich fur eine Deformationsamplitude ¢ = 0:2 das Modellverhalten linear viskoelastist
ist. In Abbildung 5.5 ist der Betrag der komplexen Viskositat als Funktion der Frequenz
dargestellt. Beide gestilossenenModelle liefern eine hohe WUbereinstimmung zu der Refe-
renzkurve deso enen Modells. Bereits bei der stationaren Scerung haben sich nur geringe
Unterschiede in der Viskositatskurve fur das FENE-L und -P Modell gezeigt.Und audh Ab-
bildung 5.6 zeigt wie bereits in der Deformationsabhangigkeit bei konstarter Frequenzeine
sehrgute Ubereinstimmung bei der Vorhersageder Frequenzablangigkeit der charakteristi-
schen makroskopisthen Gre en der oszillierendenSderstomung.

In Abbildung 5.7 werdendie Amplitude der Spur desKon gurationstensors und der zeitliche
Mittelw ert vontr A im Vergleidh der Modelle dargestellt. Mit ,, GGW\ ist Spurvon A ausder
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Abbildung 5.4: FENE-L und -P, b= 40, dynamische Moduln
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der komplexen Viskositat
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Abbildung 5.6: Modellvergleich: b= 40, ,0 en\, FENE-L und -P, o= 0:2, Speichermodul
G°({), Verlustmodul G°%-.) (links) und Verlustfaktor (rechts) als Funktion der Deborah-Zahl

analytischen Lesungdeso enen Feder-Hartel-Modells im Ruhezustand des Fluids bezeid-
net. Das o ene FENE-Modell besitzt in der oszillierendenSderung mit kleiner Amplitude

eineim Vergleich zur Gleichgewittslangegeringeremittlere Federlange,d.h. die Federnwer-
den gegemiber dem kraftefreien Gleichgewiditszustand im unausgelenktenZustand ' y = 0
durch die Scerung zusammengeduackt. Die beiden gestilossenenModelle ubersthatzen die
mittlere Federlange. Trotz der untersciedlichen zeitlichen Mittelw erte liegen die Amplitu-

denvon tr A insbesonderefur De > 2 fur die versdiiedenenModelle eng beieinander. Die
Gleichgewidtswerte tr A im Ruhezustandder einzelnenModelle ergelen sich zu:

FENE (tr Agg= 2629 FENE L:trAeqg= 2635 FENE P:itrAeg= 279

(5.5)
3 " " 0.025
6 o 660000000 -
2.8 < 0.02
— TV -
2.6 %
< GGW = 0.015
s 24 <
0.01
2.2
0.005 —a— offen
2 1 ) —— FENE P
H—v._. —— FENE L
18 1 . 0 . 1 2 0 1 . 0 . 1 2
10 10 10 10 10 10 10 10
De De

Abbildung 5.7: b= 40,,0en\, FENE-L und -P, De=0.2, Mittelw ert (links) und Amplitude
(rechts) vontr A
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5.2 LAOS: Scherung mit gro er Deformationsamplitude

Die bei gro en Deformationsamplituden auftretenden heheren Frequenzarteile sind in der
Scubspanrungsartwort ungerade Vielfache der Grundfrequenz und die Frequenzaneile in
der Normalspannungsdi erenz gerade Vielfache der Grundfrequenz [6,8]. Da die Richtung
der Auslenkung keine Auswirkung auf die Lange der Federharteln hat, schwingt tr A als
charakteristische Gre e der Federlange ebenfalls mit geradzahligenVielfachen der Grundfre-
quenz.

X
(t) = osin(! 1t); S1ot) = S12:2n+1 SIN((2N + 1) gt + 2n41);
n=0
X XN
Ny(t) = Nionsin@2n! 1t + 25); trA(t) = tr Aopsin(2n! 1t + 25):  (5.6)
n=1 n=1

S12:2n+1, N1:2n und tr Ao, bezeitinen die Amplituden der harmonisden Antwortfunktio-

nen. In der LAOS-Stremung werden dann die beiden freien Parameter (Amplitude und
Frequenz) der Deformation variiert. Fer die Analyse der Spanrungsartwort besteh die
Meglichkeit, sogennate Lissajous-Kurven auszuverten. Die Spanrung wird als Funktion

der Deformation dargestellt, und es entstehen elliptische bzw. sclaufenartige Hysterese-
Kurven[53].In dieserArb eit wird die Frequenzanalysemit einer Fast-Fourier-Transformation
(FFT-Analyse, [54,55]) beworzugt. Aus experimerteller Sicht bietet die Fourier-Analyse ge-
gereber den Lissgjous-Kurven den Vorteil, dassdie unphysikalischen ,Rausdanteile\ des
Frequenzsgktrums besseridenti ziert werden kennen. Die Verlustwinkel kennen mit der
FFT-Analyse ebenfalls bestimmt werden. Bei Auftreten heherer Frequenzaneile verlieren
die dynamischen Moduln an physikalischer Bedeutung, werden in der Literatur teilweise
trotzdem auc fer gro e Deformationen diskutiert und kennen manchmal nach wie vor in
Bezielung zu mikroskopisden Struktur anderungenim Fluid gesetztwerden [8].

Im Folgendenwird das Frequenzsgektrum der transformierten Spanrungsariwort mit der
Amplitude desersten Peaks (fer S;» bei der Grundfrequenz bzw. fer N; und tr A bei dem
Doppelten der Grundfrequenz) normiert. Die Amplituden der Frequenzpeakswerdenals In-
tensitat | bezeitinet und der erste Peak des Frequenzspktrums hat somit die Intensitat
eins. Die Frequenzatise wird mit der Grundfrequenz der vorgegelenen Deformation nor-
miert und somit werden relative Frequenzarteile dargestellt und diskutiert. Ein charakteri-
stisches Ergebnis bzw. das Intensitatsspektrum im Bildb ereidh der FFT-T ransformation ist
in den Abbildungen 5.8 und 5.9 dargestellt. Fer die Frequenzanalysewird der instation are
Anlaufvorgangder Fluidantwort nicht betrachtet und nur der eingesbwungeneZustand aus-
gewvertet. Als Ma fur die Nichtlinerit at der Modelle werden die Intensitaten |3; 15 fur die
Schubspanrung und 1 4; 1 ¢ fer die erste Normalspannungsdi erenz und die Spur desKon gu-
rationstensorsdiskutiert. Bei hohen Deborah-Zahlen konnte neben der Grundfrequenz auch
ein dritter Frequenzarteil mit sehrgeringerIntensitat gefundenwerden. Als Gesanima der
Nichtlinearit at werdendie Intensitaten der erstendrei heherenFrequenzaneile aufsummiert:

1 (S12) = 13(S12) + 15(S12) + 17(S12);
I (N1) = 14(N1) + Is(N1) + 1g(Ny);
[(tr A) = T4(tr A) + lg(tr A) + lg(tr A): (5.7)
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Abbildung 5.8: Frequenzsgktrum: FENE-L, b= 40,! = 21/s, o= 10
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5.2.1 Einuss der Deformationsamplitude auf die Federlange

In Abbildung 5.10dargestelltist der zeitliche Mittelw ert von tr A in Abhangigkeit der Defor-
mationsamplitude. Mit zunehmenderDeformationsamplitude werden die Federharteln bei
konstarter Frequenz starker gestrekt, und auch die Amplitude der Oszillation von tr A
nimmt zu (Abbildung. 5.11). Das FENE-P Modell mbersthatzt gegemuber dem o enen Mo-
dell sowohl die mittlere Langeals auch die Amplitude starker als das FENE-L Modell.

5.2.2 Einuss von Amplitude und De-Zahl auf die Kon guration

Die beiden pysikalischen Gre en zur Charakterisierung der Federharielkon guration sind
der zeitliche Mittlw ert der Spur des Kon gurationstensors (ir A) und die Amplitude des
Scwingungsaneils mit dem doppelten der Grundfrequenz (Amp (tr A)). Miteinander ver-
glichen werden die Beredinungsergebnissedes o enen und der gestilossenenModelle bei
konstarter Deborah-Zahl (De=2, De=5) bei Variation der Deformationsamplitude und bei
den Deformationsamplituden ¢ = 1und (= 2 und Variation der Deborah-Zahl. Die Dar-
stellung in den Abbildungen 5.12 und 5.13 zeigt, dassmit zunehmenderDeborah-Zahl ein
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De=2 De=5
20 " 25 "
—a— offen —a— offen
—-6— FENE P 7 20l FENE P ¥
15t —~ FENEL 1 —— FENE L
< 15
10
5
‘ 0 1 O ‘ 0 1
10 10 10 10
0 0

Abbildung 5.10: Modellvergleidh: b = 40, ,0en\, FENE-L und -P, zeitlicher Mittelw ert
tr A fur De = 2 (links), De = 5 (rechts)

De=2 De=5
10 12 -
—a— offen —a— offen
—~ gl —© FENEP ~ 101 - FENEP
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£ 5 7
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< < 6
4t
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21 2
0' 0 1 O 0 1
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Abbildung 5.11: Modellvergleich: b= 40, ,0 en\, FENE-L und -P, Amplitude Amp(tr A)
fur De = 2 (links), De = 5 (rechts)

Maximum bzw. Grenzwert in der Amplitude bzw. dem Mittelw ert von tr A erreicht wird.
Die mit zunehmenderDeborah-Zahl steigendeSdergestwindigkeitsamplitude bewirkt eine
Verlangerung der Federharteln. Bei hohen Deborah-Zahl andert das auf die Federharteln
wirkende Sdcherfeld so schnell die Richtung, dassdie Federharteln aufgrund einer zu langen
+Reaktionszeit weniger stark aus der Gleichgewicttskon guration ausgelenktwerden. Ge-
gereber der stationaren Sdcerstromung ist die Auslenkung der Federharteln bzw. tr A in
der oszillierenden Scherung geringer. Die mittlere Federlange betragt far das FENE-L und
-P Modell nur 8% der maximal meglichen Federlange.In der stationaren Scherstremung wur-
de ein Plateau mit einer Federlange nahe der maximalen Lange bei einer Weissemergzahl
We = 100.
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Abbildung 5.12: Modellvergleich: b = 40, ,0en\, FENE-L und -P,
(links) und Mittelw ert (rechts) von tr A

o = 1, Amplitude
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Abbildung 5.13: Modellvergleich: b = 40, ,o0en\, FENE-L und -P,
(links) und Mittelw ert (rechts) von tr A

o = 2, Amplitude

5.2.3 Zeitliche Anderung der Kon guration

Die zeitliche Anderung der Federhartelkon guration wird ansdaulich darstellbar, durch die
Beredchnung der Orientierungsellipsoiden/- ellipsen. Berecnet wurde der vollstandig dreidi-
mensionaleKon gurationsraum der Federharteln. In der Dartellung der folgendenErgebnisse
wird auf die Auswertung der dritten Dimension verzichtet. Die Eigernvektoren skaliert mit

den zugelwrigen Eigenvektoren spannenin der Ebene eine Ellipse als Kon gurationsraum

auf. Die Lange der gre eren Ellipsenhauptachse wird mit |, bezeitinet, die kerzere, dazu
senkredite, mit |,. Der eingesblosseneWinkel der langerenEllipsenachse mit der y-Achse
wird mit ' y benanrt. In Abbildung 5.14 ist der zeitliche Verlauf diesesWinkels und das
Verhaltnis der Langen |,=I, dargestellt. Die Zeit t wurde fur einen direkten Vergleich der
Berednungsergebnissebei unterschiedlichen Frequenzenmit der jeweiligen Frequenz mul-

tipliziert. Die Hauptachsenrichtung der stationaren Scherstromung liegt bei einem Winkel
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'y = 45. Bei niedrigen Deborah-Zahlen De < 2 durchleuft die zeitliche Anderung des
Orientierungswinkels ein Maximum, welches mit zunehmenderDeborah-Zahl geringer wird.

DiesesMaximum korrespondiert nicht direkt mit dem Maximum desL angerverhaltnissesder
Hauptachsen, sondernist phaserversdioben. Die Federharteln erreichen den Zustand maxi-

maler Langedaher nach einemUbersdwingenim Orientierungswinkel. Fur De > 5 fallen die
Kurven' y(t) bei konstarter Deformationsamplitude zusammen,d.h. die Wink elanderungs-
gestiwindigkeit der Orientierungsellipse andert sich direkt proportional mit der Frequenz.
Die zeitliche Anderung der Form der Orientierungsellipse erfolgt ausgehendvom Gleichge-
wichtsustand zunadhst durch die Verkerzung der langerenHauptachsel; und Vergre erung

von |, wobei die Orientierungsrichtung der Hauptachse stabil bleibt. Die Orientierungsellip-
sedurchlauft dann den kreisformigen Gleichgewidtszustand und die Gre enverhaltnisse der
Hauptachsen kehren sich um, so dass' y negative Werte annimmt. Die detailierte Parame-
terstudie der Verteilungsbreite desKon gurationszustandes erfolgt anhand desVerhaltnisses
la=ly im nachsten Abshnitt.
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+
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3 ; ; 25 - ;
—o— De=1 —o— go=l
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Abbildung 5.14: FENE-L, b= 40, links: o= 1,rechts De= 1
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5.3 Parameterstudie: Intensit &t der Nichtlinearit at

Analog zu den vorangegangenerAbschnitten werden die gestilossenenModelle mit dem
o0 enen FENE-Modell bei ausgewahlten Deborah-Zahlen und Defomationsamplituden mit-

einanderverglichen. Es werdendie Intensitaten der heherenFrequenzarteile in Abhangigkeit

der Deformationsamplitude betrachtet. Fur dasFENE-L Modell wurde eine ausfuhrliche Pa-
rameterstudie durchgefehrt und die Ergebnissewerdenin dreidimensionalenDarstellungen
in Abhangigkeit deszweidimensioanlenParameterfeldesDe und ( dargestellt. Eine Diskus-
sion der nichtlinearen Modelleigensbaften bei oszillierender Scherung mit gro er Deforma-
tionsamplitude ist in der Literatur bisher weder fur das o ene noch fer die gestilossenen
Feder-Hartel-Modelle zu nden.

5.3.1 Deformationsabheangigkeit bei konstanter Deborah-Zahl

Aus den Abbildungen 5.15und 5.16 kann zusammenfassendherausgestelltwerden, dassdie
Intensitat der heheren Frequenzarteile durch die gestilossenenModelle sovohl bei De = 2
als auch bei De = 5 uber den ganzenBereich der variierten Deformationsamplituden sehr
gut das Intensitatsspektrum deso enen Feder-Hartel-Modells abbildet.

De=2 De=2
0.08 0.02
—a— offen p —a— offen
—o— FENEP —o— FENEP
_0.06} - FENEL _.0.015} — FENEL y
S S
Q 9
= 0.04} = 001
0.02} 0.005
0% < \C ) 0 - .
10 10 10 10
0.1 0.02
—a— offen —a— offen
o.0gl & FENEP 4 -o- FENEP y
: - FENEL 0.015} — FENEL
= =
Z 0.06 =
= = o001
0.04}
0.005
0.02}
0% = \E ) 0% = - )
10 10 10 10
0 0

Abbildung 5.15: b= 40, ,0en\, FENE-L und -P, De = 2, Intensitaten |3(S12) , 15(S12),
I4(N1) und l6(Ny)

54



5.3. Parameterstudie: Intensitat der Nichtlinearit at

De=5 De=5
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Abbildung 5.16: Modellvergleidh: b= 40, ,0en\, FENE-L und -P, ! = 5 1/s, Intensitat
13(S12) , 15(S12), 14(N1) und 1(Ny)
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5.3.2 Parameterstudie FENE-L

In den vorherigen Abschnitten konnte gezeigtwerden, dassdas FENE-L Modell in den ma-
kroskopischen Gre en und auch in den nichtlinearen Eigenstaften bzw. den Intensitaten
der heherenFrequenzarneile das durch daso ene FENE-Modell erfassteFluidv erhalten ab-
bildet. Aufgrund der geringerenRedenzeit wurde eine ausgedehite Parameterstudie daher
mit dem FENE-L Modell vorgenommen. Variiert wurde die Deformationsamplitude und
Deborah-Zahl ine inem netzartigen Parameterfeld. Signi k ante Abweichungen zum o enen
FENE-Mo dell sind lediglich bei der mittleren Federlangeund der Amplitude tr A zu erwar-
ten. Vorgestellt werden die Ergebnissefur b= 40 und b= 100.

I (tr A)

Abbildung 5.17: FENE-L, b= 40, Sum-
me der Intensitaten

Die Summeder Intensitaten der heheren Frequenzareile (Abbildung 5.17) erreicht fer die
Scubspanrung und die erste Normalspanrungsdi erenz fer eine Weissetergzahl von 200
ein Randwert-Maximum von 30% bezogenauf die Intensitat desersten Peaksim Frequenz-
spektrum. Fer tr A erreicht die Intensitatskurve das Maximum von 5% jedoch bei gro er
Deformtionsamplitude und gleichzeitig geringer Deborah-Zahl. In Abbildung 5.18 sind der
Orientierungswinkel ' y und das in der harmonischen Scwingung der Orientierungsellipse
maximal und minimal auftretende Verhaltnis von |, zu |, dargestellt. DiesebeidenWerte sind
ein unmittelbares Ma dafwer, wie stark der Ellipsoid deformiert wird, bzw. wie breit die Ori-
erntierungszustwndeverteilt sind. Bei konstanter Deformationsamplitude wird mit zunehmen-
der Deborah-Zahl ein Plateauwert erreicht. Ein hoher Ausrichtungsgrad der Federhareln in
der Scherrichtung wird bei kleinen Deborah-Zahlen und beliebiger Deformationsamplitu-
de oder kleiner Deformationsamplitude und beliebigen Deborah-Zahlen erreicht. Eine hohe
Sdergesbwindigkeitsamplitude verringert den Grad der Ausrichtung der Federharteln in
eine Richtung und dieseverharren eher im Gleichgewidtszustand mit einer gleichma igen
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5.3. Parameterstudie: Intensitat der Nichtlinearit at

Verteilung der Hanteln in den versdiedenenRaumrichtungen (Ia=lp! 1).

Abbildung 5.18: FENE-L, b= 40, Ori-
ertierungsma e

Als charakteristisches Langenma fer eine relative Langeranderung in der oszillierenden
Sderung wird die Amplitude einerseitsauf den zeitlichen Mittelw ert und andererseitsauf b
bezogendargestellt. Ein auf den maximal meglichen Auslenkungszustandb bezogeneMWert
deszeitlichen Mittelw erteslat sich entsprechend berednen:

__ Amp(tr A)
trA _ b ]
b ~ Amp(tr A) " (5.8)
trA

In Abbildung 5.19 erreicht die Amplitude von tr A in beiden Normierungen ein von der
Weisselbergzahl unabhangigesPlateau. Im rechten Teil der Abbildung zeigt sich, dassdie
gre te Amplitude der Spur des Kon gurationstensors nahezu 30% des maximal meglichen
Wertes erreicht, so dassdie oszillierende Scherstromung in diesem Bereich stark dehnend
auf die Federharteln wirkt. Die Beredinungen mit einer gre eren maximalen Federlange
(b = 100) zeigenin den Abbildungen 5.20, 5.21, 5.22, dassdie langerenFederhaneln bei
gleichen Stremungsparameternweniger stark in eine Richtung orientiert werden. DiesesVer-
halten war aufgrund des nichtlinearen Federkraftgesetzeszu erwarten, da keirzere maxima-
le Federlangen bei gleichem Scherfeld zu heheren Federkraften und somit einer geringeren
Langenausdehang fehrt. Der Ein uss von b auf die relativen Amplituden bzw. Langender
Ellipsenhalbadsenist nichtlinear.
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tr A

Amp(tr A)

Abbildung 5.19: FENE-L, b= 40, Amplitude von tr A, bezogenauf den zeitlichen Mittel-
wert (links) und auf das Quadrat der maximalen Langeb (rechts),

| (S12)

Abbildung 5.20: FENE-L, b= 100
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Abbildung 5.21: FENE-L, b= 100

‘<

= o
JIS JIN
< <
b=t b=t
I e
< <

Abbildung 5.22: FENE-L, b= 100, Amplitude von tr A, bezogenauf den zeitlichen Mit-
telwert (links) und auf das Quadrat der maximalen Langeb (rechts),
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5.3.3 Verteilungsfunktion des o enen Feder-Hantel-Mo dells

Fer eine Deborah-Zahl von De = 2 und Deformationsamplituden zwischen ¢ = 1 und

o = Sist die Verteilungsfunktion deso enen Feder-Hartel-Modells (r;' ) in der xy-Ebene
in Abbildung 5.23 fur den Zeitpunkt mit maximaler Langenausdehong der Federharteln
dargestellt. Bei geringer Deformationsamplitude ¢ = 1 ist die Hau gk eitsverteilung der
Federharteln der des Gleichgewidttszustandesnoch ahnlich. Mit zunehmenderDeformati-
onsamplitude verbreitert sich die Langerverteilung in r-Richtung und die Verteilung der
Orientierungszustndein ' -Richtung wird enger,d.h. mehr Federharieln werdenin die glei-
che Raumrichtung orientiert. Fur o = 5 wird bereits ein Zustand mit lokal hohen Gradi-
enten von erreicht, so dassin der numerischen Lesung ertliche Oszillationen auftreten.
Diese Oszillationen sind fer zertrale Di erenzen typisch bei hohen Weisselbergzahlen. Die
zeitliche Anderung von (r;" ) ist fur ¢ = 4 und De=2 in Abbildung 5.24 dargestellt. Die
Oszillationen am Rand des Kon gurationsraumes treten im zeitlichen Verlauf nur im Zu-
stand maximaler Auslenkung der Federharteln auf. In den ubrigen Kon gurationszust anden
ist die numerische Losung der Verteilungsfunktion eine glatte Funktion. Fer o = 5 treten
die numerisdhen Instabilit aten bereits bei geringeremAuslenkungsgradder Federharteln auf
(Abbildung 5.25) . Stabile Lesungenkonnten in dieserArb eit nur fur Weisseibergzahlenvon
We < 15 erreicht werden. Fur die Beredinung heherer Weisseergzahlenwerden gedampfte
Diskretisierungsmethaden heherer Ordnung erforderlich.

0=1 0=2

y 5 5 X y 5 5 X
Abbildung 5.23: FENE: b= 40,1=9.8 s, Verteilungsfunktion bei# = =2, De= 2
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t=10s t=10.2s

Abbildung 5.24. O enes FENE-Modell: b= 40, ¢ = 4, De = 2, Verteilungsfunktion bei
#= =2
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t=10s t=10.2s

Abbildung 5.25: O enes FENE-Modell: b= 40, ¢ = 5, De = 2, Verteilungsfunktion bei
#= =2
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Fur den Orientierungszustand mit maximaler Orientierung der Federharteln in ' -Richtung

kann die Verteilungsfunktion (r) mit der Langerverteilung desgestilossenenFENE-L Mo-

dells verglichen werden (Abbildung 5.26). Insbesonderemit zunehmender Scdergesbwin-

digkeitsamplitude nahert sich die Form der Langerverteilung der ,L\ -formigen Form des
Sdlie ungsansatzesan. Die Information eber die Hau gk eitsverteilung der Federharteln in

# und ' -Richtung ist im FENE-L Modell mit dem Sdlie ungsansatz verloren gegangen.
In den Abbildungen 5.27 und 5.28 st der Vergleich der Verteilungsfunktionen von FENE-L

und dem o enen FENE-Mo dell dargestellt. Obwohl in den vorangegangenembschnitten als
Ergebnis festgehalten wurde, dassdas FENE-L Modell die mittlere Federlange bzw. tr A

gegember dem o enen Modell ubersdhatzt, liefert die approximierte Langerverteilungsfunk-
tion geringereWerte fur (r). Dassdas FENE-L Modell trotzdem gre ere Werte fur tr A

liefert als das o ene Modell ist auf den Informationsverlust durch den Schlie ungsansatz in

den beidenanderen Raumrichtungen (# und ' ) zureickzufeihren.

0=1 0=2
1 A 1 A
08 038
= =
0.6 06

0.4 \ 0.4 \
0.2 0.2

0 1 2 3 0 1 2 3
r r
0= 4 0= 5
15 15 A
—~ —~
=1 =1
o5 — 05
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3

r r

Abbildung 5.26: O enes FENE und FENE-L: b = 40, t=9.8 s, Verteilungsfunktion bei
maximaler Auslenkung,! = 2 1/s
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Abbildung 5.27: O enes FENE und FENE-L:
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Abbildung 5.28: O enes FENE und FENE-L: b= 40, (r), o= 5,De= 2




5.4. Zusammenfassung

5.4 Zusammenfassung

Es wurde ein detaillierter Modellvergleidh des o enen Feder-Hartel-Modells mit dem ge-
schlossenenFENE-L und -P Modell in oszillierender Scherstromung vorgenommen. Die
Verwendung einer deterministischen Methode zur Lesung der Fokker-Planck Gleichung
ermeglichte aufgrund der hohen Genauigleit die Bestimmung der Frequenzspektren bzw. der
Intensitaten heherer Frequenzarteile auch im Ubergangskereich vom linearviskoelastishen
zum nichtlinear viskoelastishen Verhalten der Polymerlesung. Der Vergleich der Modelle
miteinander hat gezeigt, dass die Sclie ungsannahmen das Modellverhalten im Vergleich
zum o enen Feder-Hartel-Modell in oszillierender Scherung nicht weserlich beein ussen.
Die Intensitatsspektren der heheren Frequenzaneile werden gut abgebildet. Lediglich die
mittlere Federlange bzw. auch die charakteristischen Abmessungendes Orientierungsellip-
soidswerden mbershatzt. Das FENE-L Modell liefert gre ere Ubereinstimmungen mit dem
0 enen FENE-Modell als das FENE-P Modell und ist in der Stremungsberedinung makro-
skopischer Stremungen zu bewvorzugen. Fur die stremungsinduzierte Orientierung der Fe-
derhanteln zeigte sich auch bei gro en Deformationsamplituden eine sehr gute Ubereinstim-
mung der Hauptachsenorienierung desOrietierungsellipsoidender unterschiedlichen Modelle
miteinander. In der LAOS-Stremung wurden neben der Grundfrequenz bis zu drei hehere
Frequenzarneile mit signi k anten Amplituden gefunden.Fur das FENE-L Modell erreich-
te die Summeder Intensitaten der heheren Frequenzaneile im diskutierten Parameterfeld
fur die Spanrungen bis zu 30% der Intensitat des ersten Frequenzareils, in der Spur des
Kon gurationstensors immerhin noch bis zu maximal 5%. Mit zunehmenderSdergesbwin-
digkeitsamplitude richten sich die Feder-Harteln in eine beworzugte Raumrichtung aus, so
dass das Langerverhaltnis der Ellipsoidhauptachse des Orientierungsraumes gre er wird.
Gleichzeitig wird die maximale Auslenkung (Amplitude desWinkels zwischen der gre eren
Ellipsenhauptachseund der y-Achse) geringer. Bezogenauf die mittlere Langeerreicht auch
die Amplitude der zeitlichen Langensbwankung der Federharteln mit zunehmenderSder-
gestiwindigkeitsamplitude ein Plateau. Der implementierte numerische Algorithm us fer das
o ene FENE-Modell hat sich bis zu einer dimensionslosenStergestwindigkeitsamplitu-
de (Weisselberg-Zahl) von We=15 als sehr stabil erwiesen.Die in der Verteilungsfunktion

(g;t) auftretenden hohen Gradienten fehrten erst bei noch gre eren Weisseergzahlenzu
unphysikalischen Oszillationen.

Abschlie end kann festgehaltenwerden, dassdas gestilosseneFENE-L Modell eine ausrei-
chend gute Naherungan daso ene FENE-Mo dell darstellt. Aufgrund der Modellgleichungen
ist der Rechenaufwand desgestlossenenModells gegeruber dem o enen FENE-Mo dell we-
sertlich geringerund der durch den Schlie ungsansatz enstehendelnformationsverlust nicht
gravierend. Insbesonderewenn die raumliche Orientierung in komplexen Stremungsfeldern
von Interesseist, sind die AbweichungendesFENE-L Modells gegemuber demo enen Modell
in der Langerverteilung der Federharteln vertretbar.
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6 Fasersuspensionen

Es gibt keine gro en Entdeckungen und
Fortschritte, solangees noch ein ungleck-
liches Kind auf Erden gibt.

Alb ert Einstein

Im Vergleidh zu Polymerlesungenist die experimertelle Bestimmung der Mikrostruktur in

stremendenFasersusgnsioneneinfacher bzw. wenigeraufwandig. Ein noch unerreichtes Ziel

ist die numerische Beredhinung makroskopischer Stremungen von Fasersupsgnsionen mit

gestlossenenMikro-Makro-Mo dellen und experimertell validierten Parametersatzen Dieses
Ziel wurde in der vorliegendenArb eit verfolgt.

Die Kenntniss desOrientierungszustandesvon Fasernin technischen Stremungenbzw. in den
Endprodukten verfahrenstetinischer Prozessewie z.B. Papier oder fasenerstarkten Kunst-
sto en ist von gro er Bedeutung, da makroskopische Materialeigensthaften weserlich von
der Mikrostruktur beein usst werden. In fasenerstarkten Kunststo en kann die medani-
scthe Zugfestigkeit durch eine in eine Raumrichtung orientierte Faser-Kon guration erheht
werden. Fan und Ad vani [1] zeigen,dassbereits 0.005Gew.% ,Carbon Nano Tubesd in ei-
ner Epoxy-Verbindung eine elektrische Leitf ahigkeit desMaterials bewirken oder bereits ein
Anteil von 2.5 Gew.%die Zugfestigkeit von Polystyrol um 100%bei entsprechender Kon gu-
ration der Stabchen vergre ert. Nicht zuletzt aufgrund dieserEigensdaften ist dasinteresse
an der Forschung zur Mikrostruktur in dispersenSystemenmit ,,Carbon Nano Tubed oder
anderen Fasernin den letzten Jahren standig gewachsen [56]. Auch im Bereich der theore-
tischen Modellbildung ferr Fasersugensionenexistieren zahlreiche Arb eiten fer unterschiedli-
che Konzentrationsb ereiche der Suspensionen.Die Eignung von Mikro-Makro Modellen zur
Vorhersageder Faseroriertierung in technischen Stremungen kann nur im Vergleidh mit ex-
perimentellen Untersuchungengepruft und diskutiert werden. Hierfeir werden experimentelle
Ergebnissevon Yasuda et al. [57] fur die Zylinderumstr emung einer konzertrierten Glas-
fasersusgnsion. Erganzend werden unterschiedliche Mikro-Makro-Mo delle fer Fasersusgn-
sionenbei der Durchstremung eines90 -Kr emmersdiskutiert und von Sepehr et al. [58,59]
fur viskosimetristhe Stremungen bestimmte Parametersatze berutzt. Zunadst werden die
Gleichungen der verwendeten gestilossenenFasermalelle disktuiert.

6.1 Mikro-Makro-Mo delle fur Fasersuspgensionen

Fer eine geometristie Charakterisierung von Fasernmit der FaserlangeL und dem Durch-
messerD wird der dimensionloseFormfaktor r mit

L

r= D (6.1)
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eingekihrt. Der Fasenolumenarteil  speziziert den Faseraneil in der Matrix wssigleit.
Mit der Faseranzahlditite n kann eine dimensionsloseAnzahlkonzertration nL ® angegelen
werden, wobei der Zusammenhanggilt [60]:

- D% _ 3.

—nTL—an : (6.2)
In dieser Arbeit wird die Angabe des Fasenolumenarteils gegeruber der dimensionslosen
Anzahlkonzenration bewvorzugt. Fer die numerische Beredinung von Fasersusgnsionenwird
analogzu der Besdireibung der Polymerlesungeneinerheologisdie Modellgleichung benetigt.
Jeffer y hat ausder Bewegungsgleibung einer einzelnenFaserin einemnewtonsden Fluid
unter Vernadlassigungvon Tragheitskraften die zeitliche Anderung des Faserorierierungs-
vektors g bestimmt. Die umgebende Matrix wssigleit ist newtonsd und der betrachtete
Fluidraum unendlich ausgedehh Die Ortsabheangigkeit des Gesdwindigkeitsfeldeswird als
linear angenommen.m Gegensatzzum Orientierungsvektor von Federharteln ist der Betrag
desOrientierungsvektors fer eine Faseroder ein stabchenfermigesPartik el konstant. Die Be-
stimmungsgleitiung fur die zeitliche Anderung des Orientierungsvektors wird als Je erys-
Gleichung bezeidinet [61]:

D

S1=W g+ £(D g q@ D q); 6.3)
r2 1

e 64

Die Konstante ¢ besdireibt die Partik el-/Fasergeometrie.Fer einen Rotationsellipsoiden
wird der Formfaktor aus dem Verhaltnis der Symmetrieacseniange zur Lange der ande-
ren Achsen beredinet. Somit gilt ¢ = O fur ein kugelfermiges Partikel und ¢ ! 1 fur
Fasernmit einem sehr gro en Langenzu Durchmesser-\¢rhaltnis (r ! 1 ). Die Modellbil-
dung von Fasersusgnsionenbasiert auf der Je erys-Gleichung fur eine einzelneFaser. Fur
eine verdeinnte Suspension,in der der Fasenolumenarteil so gering ist, dassdie Fasernge-
genseitig keine Wedselwirkungen aufeinander auseben, kann die Je erys-Gleichung direkt
fur die Herleitung einer gestilossenenrheologisdien Sto gleichung verwendet werden. An-
dernfalls meissen Faser-Faser-Wedhselwirkungen bereicksichtigt werden. Fasersusgnsionen
werden zunadst allgemeinin unterschiedliche Konzertrationsklassen eingeteilt.

Faser-Konzentrationsregime  Wblich ist eine Einteilung von Fasersusgnsionenin die Klas-
senverdennt, halbverdennt und konzertriert in Abhangigkeit des Fasenolumenarteils und
Formfaktors [60].

1
2 (verdunnt) ; (6.5)
1 1 o
2 i (halbverdeinnt, Fasernzufellig orientiert) ; (6.6)
> r} (konzertriert) : (6.7)

Fur eine verdeinnte Suspensionnimmt der Fasenolumenarteil mit zunehmendemFormfak-
tor r entsprechend ab und mit der Grenzkonzertration = r—lz wird ein halbverdennter
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107 <
S~ konzentriert
2 =~ ~
10 ¢ ~
S a - 1/r
halbverdinnt
10*
verdinnt 1/
10° , , Abbildung 6.1: Konzertrationsregime:
10° 10" 10° 10° Fasenolumenarteil in Abhangigkeit von

r r

Konzertrationsb ereich erreicht. Bei einer halbverdeinnten Suspensionist der mittlere Faser-
Faser-Abstandbereits so gering, dasssich die Faserngelegetlich gegenseitigberehren, doch
eberwiegenin diesem Bereich die hydrodynamischen Faser-Faser-Wedhselwirkungen, d.h.

durch die ,,Sterung\ des Gestwindigkeitsfeldesdurch benadbarte Fasern.Im konzeririer-

ten Bereich ist der mittlere Faser-Faser-Abstandin der Gre enordnung des Faserdurdimes-
sers, so dassdirekte Kontakte der Fasern miteinander vorliegen. Koch zeigt in [62], dass
sich Fasern nicht mehr frei drehen kennen, ohne benadbarte Fasern zu berehren, wenn
nL?D > 3.

In einer stationaren Scherstromung kann die Je erys-Gleichung (6.3) fer eine einzelne Fa-
ser bzw. verdennte Suspensionanalytisch gelost werden. Die Lesung ergibt eine stationare
Orbitb ewegung, d. h. die Fasernrotieren mit einer konstanten PeriodendauerTg [63]:

_ 2 (r+ 1)

Ts (6.8)

Die Periodendauerist von der Schergestiwindigkeit und dem Formfaktor der Faserabhangig.
Als Grenzwert fur r ! 1 erreicht die Fasereinen stabilen Orientierungszustand. Die ana-
lytisch beredenbare Orbitb ewegungwurde von Sto ver et al. auch experimentell bestatigt
[64]. Modelle fur halbverdeinnte und konzertrierte Polymerlosungenwerden u.a. mit dem
Ein uss der zunehmendenFaserlonzenration auf das Je erys-Orbit in einfacher Scherung
physikalisch motiviert. Mit zunehmenderfFaserlonzertration behindernsich die Faserndurch
den Kontakt gegenseitigund die rotierende Orbitb ewegung wird unterdr eickt. Der Orien-
tierungszustand wird durch die Faser-Faser-Kortakte irreversibel beein usst. Folgar hat
durch die experimentelle Untersuchung der Faseroriettierung in , startup-reverse-shearinyg
Experimenten gezeigt,dassbei Stremungsumkehr im stationaren Zustand bei halbverdeinn-
ten und konzertrierten Suspensionenin der ,, Reickstromung\ nicht die gleiche Faserkon gu-
ration erreicht wird wie in der ,Hinstremung\ [65]. Faser-Faser-Wedselwirkungen werden
daherim Allgemeinen durch einendi usiv en Term in der Je erys-Gleichung berecksichtigt.
Dieser di usiv e Term im Kon gurationsraum ist nicht zu verwedseln mit einem di usi-
ven Transport im physikalischen Raum, da die Faserorierierung in der Stremungsgeometrie
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ausstilie lic h konvektiv transportiert werden kann. Damit folgt:

— (6.9)

g+ £(D q a@ D q) 3%: (6.10)

D, bezeidinet den Di usionsk oe zien ten der Faserrotationsbewegung.Aus den Gleichungen
(6.9) und (6.10 kann ein Di eren tialgleichungssystemfer den Kon gurationstensor bered-
net werden mit [66,67]":

%+(v r)A= (W A A W)+ (D A+A D 2D:Ay)

+2D,( 3A): (6.11)
Mit A (4 ist der Kon gurationstensor vierter Stufe bezeitinet

A 4 = hgaqqai: (6.12)

Wird die Faserorienierung durch die Verteilungsfunktion (qg;t) mit Gleichung (6.9) und
die Lesung der Je erys-Gleichung (6.10) berednet, spricht man von einem o enen Faser-
modell. Lest man das Di eren tialgleichungssystemfeir den Kon gurationstensor (6.11) wird
das Fasermalell als gestlossenbezeidinet. Fer ein gestilossenedMikro-Makro-F asermalell
muss eine zusatzliche Gleichung bzw. ein Sdlie ungsansatz der Form A 4 = f (A) fur den
Kon gurationstensor vierter Stufe aufgestellt werden. Andernfalls kann Gleichung (6.11)
nicht gelost werden. Alternativ werden in der Literatur auch gestilosseneModelle disku-
tiert, die eine weitere Di eren tialgleichung fur A ;) und einen Schlie ungsansatz der Form
A ) = f (A 4)) verwenden[68]. Da der Rechenaufwand dieserModelle gegenuber den erstge-
nannten Formen wesetlich heher ist, aber keine signi k anten Vorteile beziglich der Genau-
igkeit bietet und ebenfalls ein Schlie ungsproblem beinhaltet ( fer den Kon gurationstensor
setster Stufe anstatt vierter Stufe), werden diese nicht verwendet. Letztendlich werden
Sdlie ungsansatze immer durch den Vergleidh mit Berechnungeneineso enen Fasermalells
validiert. Dazu nden sich in der Literatur zahlreiche Arbeiten u.a. [69,70]. Im Folgen-
den werden der hybride Sdlie ungsansatz und ein invariantenbasierter Schlie unsgansatz
(IBOF-5) von Chung und Kw on diskutiert [71].

6.1.1 Hybrider Schlie ungsansatz

Ein hau g verwendeterund in der Literatur diskutierter Schlie ungsansatzist der sogenanie
.hybride\ Sdlie ungsansatz. Dieser setzt sich aus einer Superposition eineslinearen und

1Verwendet wird bei der Umformung des diusiv en Terms in der Je erys-Gleichung u. a. die nutzliche
Identit atsbeziehung [31]:
z z

@
— dg= (3 d
4 g 99 @aa ) dq
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einesquadratischen Sdlie ungsansatzeswie folgt zusammen([66]:

uadrat _ .
A = Ajj Axi;

(4);ij kI
I _
Awyiik = el K ik it k)
1
+ ?(Aij ki Ak it Akt Ak i A KT Ajkcil);s
hybrid _ drat linear .
A(4)./)r| _fA?4L.J)a ra +(1 f)A(|2)ear’

f

1 27detA: (6.13)

Bei der numerischen Lesung des Di eren tialgleichungssystems(6.11) wird der Kon gurati-
onstensorA (4 in jedem lterationsschritt explizit aus dem Tensor zweiter Stufe berednet,
wodurch das Gleichungssystemgestilossenwird. Sepehr et al. verfolgenbeispielsweiseeinen
Weg, den Kon gurationstensor vierter Stufe mit den Gleichungen (6.13) aufgrund seiner
Symmetrieeigenshaften in eine 6x6-Matrix zweiter Stufe zu mberfehren, so dassnicht alle
Komponerten desTensorsvierter Stufe beredinet werdenmeissen.Da in der Di eren tialglei-
chung desKon gurationstensors (6.11) und auch spater bei der Beredinung des Spannungs-
tensorsder Kon gurationstensor vierter Stufe aussdlie lic h in einemverjengendenProdukt
mit dem Deformationsgesbwindigkeitstensor benetigt wird, wird er in dieser Arb eit nicht
beredinet und abgesgeidert, sondernder jeweilige Schlie ungsansatz direkt in das Produkt
D : A eingesetztund ausgevertet. Damit erhalt man:

(D : A )2 = A (A :D);

i 1
D:Ayg)™ = —[( :D)+2D
(D :Aw) [ ( D)+ 2D]
+%[A( :D)+2A D+ (A:D)+2D AJ;
(D :A(4))hybrid = f(D :A(4))quadrat +(@1 f)D :A(4))Iinear: (6.14)

Fur die Faseroriertierung sind zwei Grenzfalle meglich: ein isotroper Orientierungszustand
in alle drei Raumrichtungen (GGW) und eine vollstandige Ausrichtung der Fasernin eine
Raumrichtung (ausger.). Fur die beiden Grenzfelle des Orientierungszustandesgilt:

2 1 0 1
100 100
00 % 000

Aus Gleichung (6.13) folgt damit, dassfer den Fall der Gleichgewidtsverteilung f = 0 wird
und der hybride Schlie ungsansatz sich auf den linearen Anteil reduziert. Fer den Fall einer
vollstandigen Ausrichtung der Fasernin eineRaumrichtung wird f = 1, und der Sdlie ungs-
ansatz reduziert sich auf den quadratischen Anteil. Fer diesebeiden Orientierungsgrenzille
sind der lineare und quadratische Sdclie ungsansatz jeweils exakt. Mit dem hybriden Sdlie-
ungsansatz wird also versudt, A 4 fur einen beliebigen Orientierungszustand durch die
Superposition der exakten Ergebnissefer A (4 in denbeidenGrenzfallen zu besdireiben. Ad-

vani und Tucker zeigen[67], dassder hybride Sdlie ungsansatz eine bessereAnn eaherung
an Beredhnungen mit einemo enen Fasermalell darstellt als alternative Sdlie ungsansatze
mit dem gleichen Superpositionskonzept von Orientierungsgrenzllen, wie z.B. von Hinch

und Leal [72]. Advani und Tucker diskutieren die Genauigkeit deshybriden Sdlie ungs-
ansatzesim Vergleidh zu Beredinungen deso enen Fasermalells fur das Anlaufverhalten in
einfacher Scher- und Dehnstroemung sowie einer kombinierten Scer-/Dehnstr emung.
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Eine zweite Klassevon Sclie ungsansatzen sind die ,,angepassteh Schlie ungsansatze. Ein
angepassterSdlie ungsansatz wird erhalten, indem fur untersciedliche Stremungsformen
freie Parameter eines funktionalen ZusammenhangsA 4 = F(A) als Ansatzfunktion an
Ergebnissedes o enen Fasermalells angepasstwerden. Chung und Kw on [70,71,73] dis-
kutieren die Genauigkeit einer Vielzahl von Sdlie ungsansatzen und entwickeln einen an-
gepassten,invariantenbasierten Schlie ungsansatz, der deutlich bessereErgebnisseals der
hybride Sdlie ungsansatz liefert. Der hybride Sdlie ungsansatz wird aufgrund seiner Be-
kanntheit und einfacdhen numerischen Umsetzbarkeit hier lediglich erganzend im Vergleich
mit dem angepassterSclie ungsansatz von Chung und Kw on fer die Durchstremung eines
90 -Kr ummers diskutiert.

6.1.2 IBOF-5 Schlie ungsansatz

Angepasste Sdlie ungsansatze kennen auf unterschiedlichen Wegen erhalten werden. Ein

bekannter angepassterSdlie ungsansatz ist der orthotrop e (,,orthothropic tted closura =

ORF) von Cintra und Tucker [69]. Grundlegendist dabei, dassdie Hauptrichtungen des
Kon gurationstensors vierter Stufe mit den Hauptrichtungen desKon gurationstensors zwei-
ter Stufe mbereinstimmen meissen,da beide hehere Momente des Orientierungsvektors sind.
Die Komponerten von A (4 lassensich soals Funktionen der Eigenwerte von A angeken. Die-
seArt von Schlie ungsansatzenwird alsEBOF-Ansatz bezeitnet (, eigervalue basedoptimal

tting \). A4 kann explizit zunachst nur im Eigenraum von A beredinet werden und muss
in den normalen Koordinatenraum reicktransformiert werden. DieseKoordinatentransforma-
tion und die Beredinung der Eigenwerte und Eigenvektoren ist sehrrechenintensiv. Dareber
hinaus zeigt z.B. der ORF-Sdhlie ungsansatz unphysikalische Oszillationen bei der Beredh-
nung der Faseroriertierung, insbesonderebei geringen Faser-Faser-Wedselwirkungen. Aus
diesenGrenden haben Chung und Kw on einen angepasstenScdlie ungsansatz entwickelt,

der auf den Invarianten des Kon gurationstensors zweiter Stufe basiert (IBOF-5). Dieser
liefert eine sehrgute Ubereinstimmung zu Berechnungendeso enen Faser-Madells [71]. Zu-
dem erfordert die Beredhnung der Invarianten des Kon gurationstensors deutlich weniger
arithmetische Redenoperationen als die Berechnung des Eigenraumesund die Koordina-
tentransformation von A (4. Bei bekanntem A erfordert die Berecinung von A 4y mit dem
EBOF-Ansatz 808 Multiplik ationsoperationen, mit demIBOF-Ansatz hingegennur 2920pe-
rationen. Detaillierte ErgebnissedesModellvergleids (Genauigkeit der L esungund Vergleich
des numerischen Rechenaufwandes) sind der Literatur zu entnehmen. An dieser Stelle wer-
den nur die implemertierten Gleichungen desIBOF-5 Sdlie ungsansatzesohne Herleitung
angegelen.

Fur das Quadrat desOrientierungstensorswird der TensorB eingefhrt:

B=A A: (6.16)
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Ak = % 1Cij kit ik it k)
+é 20 A+ kA + KA+ aAjkt Ak T kAT
+ :—:; 3(Aij Ak + AikAj + AirAjx)
+ é 4Cii B+ wBij + kBji+ uBjk+ jiBk+ jkBi)
+ % 5(Ajj B + ABjj + AiBji + Ay Bjk + Aj1Bik + AjkBi)
+ é 6(Bij Bkl + B Bji + B Bj): (6.17)

Fur das verjungende Produkt von A 4 mit dem Deformationsgesbwindigkeitstensor und
mit den Symmetrieeigenshaften von A (4 lasstsich direkt ein Tensorzweiter Stufe wie folgt
angelen:

(D : A )BF = El(tr (D) + 2D)+ é( (A :D)+A( :D)+4A D)

+

§(A(A :D)+2A (D A))

+

= ((8B:D)+B( :D)+2(B D) +2B D)

+

ES(A(B:D)+ B(A:D)+4A (D B))
+§6(B(B:D)+ZB (D B)): (6.18)

Die Koe zien ten ; sind Funktionen der zweiten (1 1) und dritten (111) Invarianten von A..
Zudem sind nicht alle setis Koe zien ten ; unabhangig voneinander, sondernes gilt:

3 1.1 1 4008 18, 4,
1”5 7°85% 777 3 45 15 15
1 24 4 16 8 .,
Sl —— — |+ = + )
6 35 el el ! ! gl (6.19)
6 1 7 1 1 2 4 8
=21 ZsA+4AN)+ <, = I S+ S5+ 20 2?2 o
277 5 3 A ¢ 573 5 5 ’
(6.20)
4 7 6 4
5= £3 g4 b 1 §|| ; (6.21)

und fer i = 3;4;6
= c(i; 1)+ c(i; 21+ i 32+ c(i; AT+ c(i; B) 12+ ci; 6)11 111
+c(i; 2101+ o(i; 8)1 1112+ o(i; 9113+ c(i; 200 113 + c(i; 1) 13111
+c(i; A2 121112+ ¢(i; A3 1113+ iy 114+ c(i; 15) 114+ c(i; 16) 14111

+c(i; A3 1112+ c(i; 180 121113+ o(i; 191 11T+ oi; 2001 1° + o(i; 21) 11
(6.22)
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Die verwendeten Invarianten sind:

%(l A A); (6.23)
L1l = det(A): (6.24)

Die erstelnvariante | = tr A hat keine physikalische Relevanz im Sdlie ungsansatz, da diese
aufgrund der konstarten Faserlnge ebenfalls unveranderlich ist und der Kon gurationsten-
sor so normiert wurde, dasstr A = 1 ist. Die Parameter c(i; j) in Gleichung (6.22) wurden
von Chung und Kw on als Ergebnis der AnpassungdesSdlie ungsmodells an Berectungen
mit einemo enen Faser-Madell bestimmt und kennendem Anhang A.4 entnommen werden.
Fur die Anpassungenberedineten sie sedis versdiedeneStremungen, die einen Standardsatz
fur die Parameterbestimmung in angepasstenSdlie ungsansatzen darstellen:

einfache Scerung,

Sdherung in xy-Ebeneund uniaxiale Dehnung in z-Richtung,
uniaxiale Dehnung,

biaxiale Dehnung,

Sdherung in der xz-Ebeneund planare Dehnung in der xy-Ebene,

Scherung in der xz-Ebeneund biaxiale Dehnung.

Dareber hinaus wurde auch das instation are Anlaufverhalten in Scher- und Dehnstremung
fur die Validierung desIBOF-5 Modells beredinet. Zusammenfassendann aus der Arb eit
von Chung und Kw on festgehaltenwerden, dassder IBOF-5 Sdlie ungsansatz eine sehr
gute Annaherung an das o ene Faser-Madell darstellt und einen deutlich geringeren Re-
chenaufwand erfordert als eigerwertbasierte Ansatze. Aus diesenGreinden wurde in dieser
Arb eit der IBOF-5 Sdlie ungsansatz fer die Stremungsberedinung mit einemgestlossenen
Fasermalell ausgwahlt.

6.1.3 Faser-Faser-Wechselwirkungen

Fur halbverdennte und konzertrierte Fasersusgnsionenist die Bestimmung desDi usions-
koe zien ten in Gleichung (6.11) zur Modellierung der Faser-Faser-Wedselwirkungen von
gro er Bedeutung. Folgar und Tucker [74] haben fur den Di usionsk oe zien ten ange-
nommen, dassdieserdirekt proportional zu den Geshwindigkeitsgradierten in der Stremung
ist

Mit zunehmenden Gesdwindigkeitsgradierten in der Stremung steigt qualitativ die
stremungsinduzierte Orientierung der Fasern bzw. nimmt die Tendenz zur Kon gurati-
onsanderung aus dem Gleichgewiditszustand zu. Bei gleicher Faserlonzeriration ist eine zu-
nehmendeFaser-Faser-Wedselwirkung mit zunehmendenGestwindigkeitsgradierten daher
physikalisch motivierbar. Als skalaresMa der Gesdwindigkeitsgradierten wird der Betrag
des Deformationsgeshwindigkeitstensorswird [75]:

r

=jDj= (O:D7); (6.26)
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Weitere Ein ussparameter auf die Faser-Faser-Wdselwirkungen werdenim Interaktionsko-
e zien ten C, berucksichtigt. Allgemein sind der Faserformfaktor, der Volumenarteil sawie
der Orientierungszustand zu berecksichtigen [76]. Koch et al. zeigen,dassder Di usions-
koe zien t auch in einfachen Stremungen eine anisotrope Gre e ist, wobei die Modellierung
der Anisotropie einen weiteren Schlie ungsansatz benetigt [62], so dassin dieserArb eit der
Di usionsk oe zien t und somit auch der Interaktionskoe zien t als skalare Gre e betrach-
tet werden. Es existiert keine gestilosseneTheorie, die einen Zusammenhangzwischen dem
Interaktionsko zien ten und und r herstellt sondernlediglich phanomenologishe Gleichun-
gen.In experimentellen Untersuchungenwurde dafer die Faserorieriierung in einer de nier-
ten Stremungsform mit optischen Methoden bestimmt. Aus den experimertellen Daten kann
eine Verteilungsfunktion des Orientierungszustandes (q;t) bestimmt werden. Zusatzlich
wird die Verteilungsfunktion beredinet und C, als Parameter variiert, bis die Abweichung
zwisthen experimenteller und beredneter Verteilungsfunktion minimiert ist. Folgar hat
die Interaktionskoe zien ten fer unterschiedliche Suspensionendurch die optische Auswer-
tung der Faserorierierung fer eine stationare Sctherstromung in einer Couette-Geometrie
bestimmt [65]. Die Ergebnissevon Folgar liegen im halbverdennten und konzertrierten
Bereich. Bay [77] hat weitere Untersuchungen in einem hochkonzeririerten Bereich der Fa-
sersusgensionenund fer unterschiedliche Sto paarungen der dispersenund kontin uierlichen
Phasevorgenommen( sieheTabelle 6.1). Basierendauf den experimentellen Untersuchungen
von Bay lasstsich eine Korrelation fur C;( r) angeken mit [78]:

C) = 0:0184exp( 0:7148 r): (6.27)

In dieserGleichung nimmt C, bzw. die Faser-Raser-Wedhselwirkung mit zunehmendem r
ab. Phan-Thien et al. haben aus experimentellen Untersuchungen folgende Gleichung be-
stimmt [79]:

Ci = 0:03(1 exp( 0:224 r)): (6.28)

Mit zunehmendem r nimmt der Interaktionskoe zien t C, hier zu. Der Ein uss von r auf
die Faser-Raser-Wedhselwirkungen wird in der Literatur kontrovers diskutiert. Letzendlich
ist fur ein bestimmtes Sto system immer eine experimertelle Validierung notwendig. Sdlie -
lich haben die Auswertungen experimerteller Untersuchungengezeigt,dassdie Abh angigkeit
der Faser-Faser-Wediselwirkungen in den unterschiedlichen Konzertrationsb ereidhen unter-
schiedlich ist. Im halberverdeinnten Bereich ist eine Zunahme von C; aufgrund desmit r
abnehmendeninter-Faser-Abstandesphysikalisch sinnvoll zu begrenden. Im konzertrierten
Bereidch lassensich hingegenOrientierungszustande/-phanomenebeobaditen, die denenvon
nematischen Flessigkristallen ahnlich sind. D. h. bei hoher Konzertration orientieren sich
die Fasern so, dass Anderungen des Orientierungszustandesdurch eine Kollektivb ewegung
erfolgen. Die in Abbildung 6.2 dargestellten Ergebnisse zeigen abnehmende Faser-Faser-
Wedselwirkungenim konzertrierten Bereidh. In dieser Arb eit wird daher eine Abschnitts-
weisede nierte Funktion fer C;( r) verwendet mit:

Ci = 0:03(1 exp( 0:224 r)) fer r< 13
C, = 0:0184exp( 0:7148 r) fur r> 13 (6.29)

Fer die numerische Stremungsberecinung von Fasersusgnsionen wird in der Cauchy-
Gleichung der Anteil des Spannungstensorsbenetigt, der durch die Anweseheitder Fasern
hervorgerufenwird. Es wird also eine zusatzliche Gleichung benetigt, die einen Zusammen-
hang zwischen dem Kon gurationstensor A und dem FaserspanningstensorSg herstellt.
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, , , Abbildung 6.2: Interaktionskoe zien t C,
0 2 4 6 8 nad Bay, Phan-Thien (PT) und experi-
r mentell bestimmt (siehe Tabelle 6.1)

Tabelle 6.1: Sto system und Quelle, experimentelle Daten in Abbildung 6.2

11 Nylon in Silikonel [65]
]2 Polyesterin Silikonel [65]
13 Glasfasernin Nylon [77]
14 Glasfasernin PBT [77]

15 Glasfasernin Polycarbonat [77]

6.1.4 Spannungstensa

Der Spannungstensorwurde allgemeinin Kapitel 3 bereitsin einenAnteil einer newtonsden
Matrix wssigleit Ss und einen Polymerarteil S, zerlegt. Fur eine Fasersusgnsionwird ein-
gefuhrt:

S= S¢+ Sk (6.30)

Die Kopplung der dispersenund kontinuierlichen Phase aneinander erfolgt somit in der
Impulserhaltungsgleichung eber den Spanrnunsgtensorund in der Di eren tialgleichung des
Kon gurationstensors eber den Deformationsgesbwindigkeits- und Rotationsgestwindig-
keitstensor. Fer den Faserspanmingstensorwird der bekannte Ansatz von Lipscomb [80]
verwendet mit:

Se=2D+2g4 ( 1D+ 5D ZA(4)); (631)
1= 2
r2
= —: 6.32
27 2Inr ( )

6.2 Numerische Metho den

Die zu lesendenpartiellen Di eren tialgleichungen-/ gleichungssystemesind die drei Kom-
ponerten der Caudy-Gleichung zur Bestimmung des Gesdwindigkeitsfeldes, die Druck-
korrekturgleichung inkompressibler Fluide als Ersatz fer die Masseibilanz zur Beredinung
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desDruckgradienten sawie das Di eren tialgleichungssystemfer die sedis Komponerten des
symmetrischen Kon gurationstensors. In dieser Arb eit wurden die Bestimmungsgleitun-
gen des Kon gurationstensors in den Algorithm us fer inkompressible newtonste Fluide
von Openr FOAM? implemertiert. Openr FOAM ist ein quello ener Code unter der GNU
General Public Licence in der Programmiersprace C++, der die Finite-V olumen-Methode
verwendet. Die Diskretisierung der Di eren tialgleichungen kann bei OpenFOAM mit un-
strukturierten polyhedralen Netzen vorgenommenwerden. Aufgrund der in dieser Arb eit
beretineten Geometrien (Zylinderumstr emung, Stremung durch einen 90 Kremmer) wur-
de ein blockstrukturiertes Hexaedernetzverwendet.

Der Druckgradient wurde mit dem bekannten PISO-Algorithm us beredinet. Eine ausfehrli-
che Darstellung ist u. a. bei [21] sowie in jedem Standardwerk zur numerischen Stremungs-
beretinung zu nden, sodassauf eineausfuhrliche Darstellung verzichtet wird. Fer die Zeit-
diskretisierung wurde in den zu lesendenDi eren tialgleichungen mit dem Crank-Nicholson
Verfahren eine Diskretierung zweiter Ordnung verwendet. Um eine meglichst hohe Stabilit at
der Lesungsmethalen zu erreichen, wird in der Chaudchy-Gleichung der Newtonsde Anteil
desdi usiv enlmpulstransports implizit behandelt, wie esauch fer die Stremungsberedinung
Newtonsder Fluide eblich ist. Der zusatzliche Spanrungsarneil desnicht-Newtonschen Me-
diums wird explizit behandelt.

In der Finite-Volumen Methode werden integrale Formulierungen der jeweiligen Di eren-
tialgleichungen gelost. Volumenintegrale werden mit dem Gau schen-Satz in Ober aden-
integrale wberfuhrt. Die Ordnung und Genauigkeit der Diskretisierung wird dann von der
Interpolationsmethode zur Berecdhnung der benetigten Werte auf den Ober achenmittel-
punkten aus den Werten im Mittelpunkt der diskreten Kontrollv olumen bestimmt. Werden
die Werte der Bestimmungsgm e einer Di eren tialgleichung in den Ober adhenmittelpunk-
ten durch lineare Interpolation ausdenbenadbarten Zellmittelpunkten berednet, entspricht
diesder Diskretisierung von Gradienten mit zertralen Di erenzen in einer Finite-Di erenzen-
Methode. In der Regel wurden in dieser Arb eit alle Interpolationen mit einer linearen In-
terpolation aus den benadbarten Zellmittelpunktsw erten durchgefehrt (Benennung dieses
Interpolationschemasin Openr FOAM: ,Gausslinean ). Die Zylinderumstr emung erforderte
aufgrund der lokal hohen Gradienten des Gesdwindigkeitsfeldeszur Erhehung der nume-
rischen Stabilit at die diskretisierung de r konvektiven Terme in der Cauchy-Gleichung und
in der Di eren tialgleichung desFaserlon gurationstensors mit einem gedampften Verfahren
heherer Ordnung. Dabei wurde mit dem SFCD-Verfahren (SFCD = ,Self- ltered certral
di erencing\ ) eine NVD-Metho de verwendet (NVD = ,,Normalised Variable Diminishing\ ).
NVD-Metho den gewahrleisten, dassdie jeweiligen Bestimmungsgm® en einer Di eren tialglei-
chung begrenztbleiben. Diese Methode wurde aufgrund ihrer charakteristischen Eigensdaf-
ten beziglich der Genauigkeit und Stabilit at ausgevahlt. Fer eine Diskussionder zugrunde-
liegendenGleichungen und die Diskussion dieserund anderer Diskretisierungsmethaden im
Vergleidh miteinander wird an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen[21].

6.2.1 DGL-System des Faserkon gurationstenso rs

Gleichung (6.11) ist ein gekoppeltes, quasilinearesDi eren tialgleichungssystemerster Ord-
nung fer den Kon gurationstensor. Um die numeristhe Stabilit at der Lesungsmethalen zu
erhehen, wurden meglichst viele Terme der rechten Gleichungsseite bei Verwendung des

2ywww.openFOAM.org
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IBOF-5 Sdlie ungsansatzesals impliziter Quellterm behandelt. Es ergibt sich:

%+(vr)A+QEE‘3F= (W A A W)+ (D A+A D)
+2D,(  3A)+ QESF. (6.33)
2 3
IBOF _ 2 . 3 . 5 . .
QIESF = 2 FQEA( D)+ ZA(ALD)+2A fE{'zE?g’ (6.34)
) @

QECF = 2 El(tr(D) +2D)+ EZ( (A :D)+ 4A D)

+2—33A (D A)+ %((B:D)+ B( :D)+2(B D)'+2B D)

+€5(B(A:D)+4A (D B)) + EG(B(B:D)+ZB (D B)) : (6.35)

Die Linearisierung der Terme (1) und (2) in Gleichung (6.34) erfolgt im Lesungsalgorithrus
mit den Werten der jeweils letzten Iterationsstufe von A.

6.2.2 Randbedingungen

Als Randbedingungwird fer alle Berecinungenangenommengdassdie Stremung am Austritt
der Geometrie einen vollstandig ausgebildetenZustand erreicht hat, was durch eine ausrei-
chend lange Stremungsstrede stromabwarts desZylinders bzw. 90 -Kr ummersgewahrleistet
wird. Die verwendetenRandbedingungenfer den Druck sind in dieserArb eit eine Neumann-
Randbedingungim Stremungseirtritt (Nullgradient), sawie eineDirichlet-Randbedingungim
Austritt (p= 0). Fur das Gesdwindigkeitsfeld wurde im Eintritt das Gesdwindigkeitspro |
einer vollstandig ausgebildetenlaminaren Kanalstr emung einesnewtonsden Fluids vorgege-
ben.Im Austritt wird fur das Gesdwindigkeitsfeld ebenfalls eine Neumann-Randbedingung
(Nullgradient) angenommen.An festenWanden gilt die Haftb edingung (v = 0) verwendet.
Feur den Kon gurationstensor wird im Stremungseinritt die Gleichgewiditskon guration
(isotroper Orientierungszustand der Fasernin alle Raumrichtungen) gesetzt. Weiterhin wur-
de bei der Zylinderumstr emung ferr einevergleidhende Diskussionauch ein zweidimensionaler
Gleichgewidtszustand, savie einevollstandige Ausrichtung der Fasernin Stremungsrichtung
vorgegelen. Im Austritt sowie auf den festenWandengilt fer den Kon gurationstensor eine
Nullgradienten-Randbedingung.

6.2.3 Lesungsmethoden der linearen Gleichungssysteme

Die nach der Linearisierung und Diskretisierung erhaltenenlinearen Gleichungssystemewer-
den in dieser Arbeit mit den in Openr FOAM implementierten Verfahren gelost. Fer das
Gleichungssystemder Druckkorrekturgleichung wird mit dem ICCG-L eser (,, Incomplete-
Cholesky conjugate gradient\ ) eine vorkonditionierte Methode fur eine symmetrische Ko-
e zien tenmatrix verwendet. Alle anderen Gleichungssystemewerden mit dem BICCG-
Verfahren gelst (,, Incomplete-Cholesky biconjugate gradiert\ ), einem Gleichungsleser fer
unsymmetrische Koe zien tenmatrizen.
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6.3 Zylinderumstr emung

Als Anwendungsfall der numerischen Stremungsberedinung von Fasersusgnionenmit dem
gestilossenenIBOF-5 Modell fur konzerrierte Suspensionenund die Validerung der Mo-
delle und Beredhinungsmethaden wird die von Yasuda et al. experimentell untersuchte Zy-
linderumstremung verwendet [81]. Zunadst werden kurz die vorliegenden Geometrie- und
Sto daten dargestellt.

6.3.1 Geometrie- und Sto daten

Im experimertellen Aufbau wird von Yasuda et al. ein Flachkanal von 2 mm Dicke ver-
wendet. Die Stremung wird in der experimentellen Auswertung als zweidimensional be-
trachtet und in der numerischen Beredinung in der z-Richtung durch Nullgradienten-
Randbedingungenin dieserRichtung fer dasDruck- und Gesdwindigkeitsfeld als indi eren t
angenommen.In einem Abstand L, = 160 mm vom Kanaleintritt ist ein Zylinder positio-
niert. Die weiteren Geometriema e sind in Abbildung 6.3 gegelen.

A H 16mm
— D, 12mm
4U> D2 H L; 160mm
yi Lo, 140mm
! U 2.3mm/s
- L1 e § L2 .

Abbildung 6.3: Geometrieabmessungemler Zylinderumstr emung [81]

Die mittlere Eintrittsgeschwindigkeit betragt U = 2:3 mm/s. Als Matrix-F| wssigkeit wird

Polybuten mit einer Viskositat von = 25 Pa s (bei Raumtemperatur und _= 0.1-101/s) ,

so dassdie Matrix in der vorliegendenGeometrie vollstandig newtonsd ist. Die Dichte des
Polybutens betragt 0.89 g/cm?3. Somit ergibt sich fur die mit der Kanalhehe H beredinete
Reynoldszahldie Gre enordnung O(10 3). Fur einekonzertrierte Suspensionwerden Glasfa-
sernmit einemFasenolumenaneil gas = 4 % suspendiert. Die Fasernbesitzeneinemittlere

Langevon L = 0:8 mm und einen DurchmesserD = 12 m. Der zugehorige dimensionslose
Formfaktor ist r = 67. Aufgrund der von Yasuda et al. ausgeverteten L angerverteilung der
Glasfasernkennendiesein der numerischen Beredinung als monodispers betrachtet werden.

Fur die Visualisierung der Faseroriertierung werdenim Experiment Vinyl-Faser mit einem
Volumenarteil von viny = 0:016 %, einer mittleren LangeL = 1 mm, und einem Formfak-

tor r = 35 verwendet. Aufgrund des geringen Volumenarteils der Vinyl-Fasern gegernuber
den Glasfasernwerden diesein der numerisdhen Beredinung nicht berecksichtigt, da kein

signi k anter Ein uss auf die Orientierung der Glasfasernzu erwarten ist.

Mit den Gleichungen 6.27 und 6.32 ergibt sich fur das Fasermalell der Glasfasersuspnsion
der Parametersatz:

C, = 0:002709 1= 2 2= 533

Im experimentellen Aufbau wird die Fasersugensionaus einem Voratstank durch eine Rohr-
strecke in denKanal gepumpt und durchstremt im @bergangvon der Rohrstredke zum Kanal
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eine unstetige Quersdnittsk ontraktion. Aufgrund der hohen Dehngesbwindigkeiten in die-
sem Ubergang werden die Faserngre tenteils in Stremungsrichtung ausgeriditet. Der Ein-
uss der Eintrittsb edingung auf die Zylinderumstr emung wird spater diskutiert. Aufgrund

der Geometrie des Flachkanals und der Auswertemethoden zur Bestimmung der Faserori-
ertierung betrachten Yasuda et al. die Stremung als zweidimensional. Die Faseroriertie-
rung kann experimentell nicht in einer zweidimensionalenSdicht bestimmt werden, sondern
basiert auf der Auswertung von Bilddaten einer Draufsicht auf den Kanal. Ein meglicher
Randein uss auf die Orientierung ist somit in der Bestimmung der Orientierungsparame-
ter enthalten. Experimentell bestimmte physikalische Gro en der Faserorieriierung sind die
Komponerten eines zweidimensionalen Kon gurationstensors, die dadurch aufgespanten
Orientierungsellipsen,der gre te Eigerwert als skalares Orientierungsma sowie ein mittler-

er Orientierungswinkel ' y zwisdhen der Ellipsenhauptachseund der x-Achse. Anhand dieser
Gre en werden die Modellergebnissedes gestilossenenFaser-Madells validiert.

In der numerischen Berechnung wird die im Experiment als indi eren te betrachtete Rich-
tung durch periodische Randbedingungenrealisiert, so dassdie z-Richtung gradierntenfrei
ist. Aufgrund der geringenKanalhehe und der langsamenStremungsgeshwindigkeit ist der
beneotigte Rechenaufwand bereits so gro, dassdie Berecksichtigung der Wande in der xz-
Ebenefur die numeristhe Beredinung unpraktik abel ist. Das dreidimensionale Fasermalell
wird alsoquasizweideimensionalverwendet, wobei sich die Gleichgewidtswerte desKon gu-
rationstensorsim zweidimensionalenund dreidimensionalenFall voneinanderunterscheiden
mit:

0, 1 0 1

L oo 05 0 0
Acowsp = @0 3 0A; Agewao=@ 0 05 0A: (6.36)

00 1% 0 0 0

Bei Vorgabe einesplanaren Gleichgewithtszustandesim Eintritt, bleibt der planare Orien-
tierungszustand der Fasernbei periodischen Randbedingungenin z-Richtung erhalten. Wie
spater noch ausfuhrlich diskutiert wird, ist die Eintrittsb edingungdesKon gurationstensors
daher entscheidend fer den weiteren Orientierungszustand stromabwarts.

Anisotrop er Faservolumenanteil Yasuda et al. haben zudem den lokalen Fasenolumen-
anteil im Bereich der ausgebildetenKanalstremung vor und hinter dem Zylinder bestimmt
und festgestellt, dassdie Glasfaserlonzertration in Wandnahe geringerist, als in der Kern-
stremung (Abbildung 6.4). Um den Ein uss des ertlich inhomogenenFaserarteils auf den
Orientierungszustand zu untersuchen, wird in dem Modell eine Wandfunktion  wangs:(Y)
eingefkihrt. Mit dem jeweils kerzesten Abstand in Wandnormalenrichtung y* wird die von
Yasuda et al. experimentell bestimmte Abnahme des Faseranteils in Wandnahe durch eine
lineare Funktion angemahert mit:
; y
< B . + .
()= Tyu S (6.37)
B PR A

+

Der Faseranteil g im wandfernen Bereich wird aus dem vorgegelenen ertlich gemittelten
Gesantfaserarteil beredinet. Bei Ergebnissenohneden zusatzlichen Hinweis auf die Verwen-
dung von wangs:(y) wurde mit einem konstanten Fasenolumenarteil gerednet.
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0.05¢1
0.04¢
0.03}

0.02f ®

0.01r Abbildung 6.4: Faserarteil in ausgebilde-

ter Kanalstremung, Glasfasersugnsion,Expe-

0 0:1 0l2 Olg 0:4 o5 riment [81]und Prol mit linearer Wandfunk-
y=H tion, Gl. (6.37)

6.3.2 Ergebnisse

Die ErgebnissedesFasermalells mit dem IBOF-5 Sdlie ungsansatz stimmen im Bereich der
ausgebildetenKanalstremung stromaufwarts desZylinders sehrgut mit den experimentellen
Ergebnissesberein. In Abbildung 6.5 ist der maximale Eigenwert nax in Abhangigkeit von
y stromaufwarts bei x=H = 1 aufgetragen.Abbildung 6.6 (1) zeigt die aus dem Kon gu-

rationstensor beredineten zugehorigen Orientierungsellipsen.Yasud a et al. charakterisieren
die Faseroriertierung im Kanaleintritt aufgrund der Kontraktionsstr emung im Einlaufbe-
reich der Kanalstrecke als vollstandig ausgerititet in Stremungsrichtung. Die vere entlic h-
ten Ergebnisseder Orientierungsellipsen zeigenzwar, dassder eingesblosseneWinkel der
Ellipsenhauptachse mit der x-Achse null wird, jedoch gibt es einen signi k anten Orientie-
rungsarteil in die anderenRaumrichtungen und der Orientierungszustand kann lediglich als
vorzugsveisein stremungsrichtung ausgerittet charakterisiert werden.Die Ergebnissen Ab-

bildung 6.5 wurden mit einem dreidimensionalenGleichgewidtszustand als Eintrittsb edin-
gung erhalten. In Abbildung 6.7 (links) sind die Ergebnissefur die beidenanderenmeglichen
Grenzfalle der Faserlon guration im Eintritt dargestellt, namlich die vollstandige Ausrich-
tung in x-Richtung und der zweidimensionaleGleichgewiditszustand in der xy-Ebene.Es ist
festzustellen, dassin der Kanalmitte im Bereich mit niedrigen Gestwindigkeitsgradierten
die Eintrittsk on guration konvektiv in den Kanal transportiert wird und erhalten bleibt.

Fur den Fall der zweidimensionalenGleichgewidtsverteilung und insbesonderefer die Ein-
trittsb edingung der vollstandigen Ausrichtung der Fasern zeigensich deutliche Abweichun-
genvon dem experimentell gefundenenOrientierungszustand, so dassder dreidimensionale
Gleichgewidtszustand als bestmegliche Kon guration im Eintritt ausgewahlt werden kann.
Da der Zylinder einensehrgro en Anteil desKanalguersdnitts versperrt bewirken die ho-
hen Gesdwindigkeitsgradierten in diesem Bereich eine deutliche Ausrichtung der Fasern
in Stremungsrichtung und esist im Bereich stromabwarts des Zylinders keine signi k anter
Ein uss der Eintrittsb edingung auf die Faseroriertierung zu erwarten erwarten.

Neben dem IBOF-5 Modell mit Faser-Faser-Wedselwirkungen und ertlich homogenemFa-
serwlumenarteil wurde auch das Fasermalell mit hybridem Sdlie ungsansatz, sovie das
IBOF-5 Modell mit der Wandfunktion desFaseraneils savie versdwindenden Faser-Faser-
Wedselwirkungen verwendet. Die zugehorigen Orientierungsellipsen und Eigenwertpro le
stromaufwarts des Zylinders sind in den Abbildungen 6.6 und 6.7 (rechts) dargestellt. Die
Faser-Oriertierung ist in Wandnahe aufgrund desabnehmendenFaserwlumenarteils gerin-
ger. Mit abnehmendemFaserarneil wird der Interaktionskoe zien t entsprechend Gleichung
(6.29 durch die Phan-Thien Gleichung beretinet, wasmehr Faser-Faser-Wediselwirkungen
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bewirkt. Yasuda et al. diskutieren die Faser-Wand-Wedselwirkungen und Auswirkungen
auf den Orientierungszustand an Hand eines,, ip oven E ektes. Die numeristhen Bered-
nungen mit abnehmendemFasenolumenarteil in Wandnahe zeigen, dass die Ansatze fur
den Interaktionskoe zien ten C, fur die Faser-FRaser-Wedselwirkungen die bei Faser-Wand-
Wedselwirkungen auftretendenen E ekte und Ein wsseauf die Orientierung der Fasern
nicht abbilden kennen. Fur Faser-Wand-Wedhselwirkungen existieren bisher keine gestlos-
senenoder phanomenologishen Modelle, weshalbim Folgendendie lokale Inhomogenitat des
Fasenolumenarteils in Wandnahe und Faser-Wand-Wedhselwirkungen nicht bereicksichtigt
werden kennen.

—o— Exp.
— Num.

, , , , Abbildung 6.5: Glasfasersuspnsion, aus-
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1  gebildete Kanalstremung, Vergleidh Experi-
y=H ment mit IBOF-5-Mo dellergebnissen

(1) IBOF 5, (2) hybrid, (3) IBOF 5+ F

Wandf.
== =
)= Q= O=
Vs = =
S = S (1) IBOF-5, Eintritt 3D GGW
T 06 (2) hybrid, Eintritt 3D GGW
5 (3) IBOF-5, Eintritt 3D GGW, wandt:(Y)
0.4}
s = =S
[ = P
0.2} = = =
[smsnmg = —
= " =
O. — e g

Abbildung 6.6: Glasfasersuspnsion, Orientierungsellipsen in ausgebildeter Kanal-
stromung, Modellbezeidbinung sieheTabelle

Dareber hinaus zeigendie Untersuchungenin dieser Arb eit, dassdas Fasermalell mit dem
hybriden Sdlie ungsansatz den Orientierungsgrad der Fasern mbersdatzt, so dass max
gre er ist als beim IBOF-5 Modell und die kerzere Halbachse der Orientierungsellipsen
kleiner ist (siehe Abbildung 6.7 und 6.6). Der Ein uss des Sdlie ungsansatzesauf die Fa-
serkon guration wird fer die Durchstremung eines90 -Kr ummers ausfehrlich diskutiert.

Die Darstellung in Abbildung 6.8 zeigt die Orientierungsellipsender konzeririerten Glasfa-
sersusgensionin der Nahe des Zylinders. Je ,schmaleh die Ellipsen sind, desto starker die
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Abbildung 6.7: Glasfasersuspnsion,gre ter Eigenwert; links (2D), rechts unterschiedliche
Modelle/Parameter erntsprechend Tabelle 6.2

Tabelle 6.2: Benenrung der Modell-Datensatze in Abbildung 6.7

Nr. Modell Faseroriert. im Eintritt

(1) IBOF-5 3D GGW

(2) hybrid 3D GGW

(3) IBOF-5 3D GGW, wandf: (Y)
(4) IBOF-5 3D GGW, C=0

Ausrichtung der Fasernin eine Hauptrichtung. Beim Auftre en auf den Zylinder werdendie
Fasernertlang der Zylinderkontur ausgerititet. Im Bereich der Quersdnittsv erengungbe-
wirken die hohen Gestwindigkeitsgradierten eine fast vollstandige Ausrichtung der Fasern
in Stremungsrichtung. Stromabwarts gibt eseinen Bereidh in der Kanalmitte mit hoher Fa-
serorientierung in Stremungsrichtung und ebenfallsin Wandnahe.In dem Bereich dazwisden
wedselt der Orientierungswinkel der Ellipsen dasVorzeithen und die Orientierungszustande
sind breiter verteilt.
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Abbildung 6.8: Glasfasersusgnsion,IBOF-5, Orientierungsellipsen
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Die Darstellung des Orientierungswinkels stromabwarts im Quersdnitt x=H = 1 in Ab-
bildung 6.9 (links) zeigt eine hohe Ubereinstimmung zwischen numeristher Berechnung und
denexperimentellen Ergebnissen Der Ausrichtungsgrad der Fasernwird mit ax im rechten
Teil der Abbildung bei x=H = 1 durch das Modell nicht gut vorhergesagt.Das Fasermalell
liefert eine zu hohe Orientierung der Fasernin die durch ' 4 charakterisierte Raumrichtung,
d.h. die Breite der Orientierungsverteilungsfunktion ist zu gering. DasPro | fer nax ander
Stellex=H = 0:5 zeigt qualitativ den experimentell bestimmten Verlauf beix=H = 1,d.h. im
Vergleidh zum Experiment ist in der numeristhen Beredinung der Bereich im Nachlauf des
Zylinders zwischen Kanalmitte und Wand mit einer breiteren Orientierungsverteilung der
Fasernin der x-Richtung geringerausgedehhn Daraus ergibt sich die gefundeneAbweichung
desModellergebnissezum experimentellen Ergebnis.

80
60 |
40}
n 207
- 0
20
40

—o— Exp. |
— Num.

| —o— EXp.

60 0.4 —— Num.

80 : : : : : : : :

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
y=H y=H

Abbildung 6.9: Glasfasersuspension, IBOF-5, links: eingestl. Winkel der Ellipsenhaupt-
achse mit der x-Achse, rethts: max, Experiment und numerisch x=H = 1, numerisd,
x=H = 0.5

Yasuda et al. haben dareber hinaus den gre ten Eigerwert erntlang der x-Achse an den
Positioneny = 0:5H (Kanalmitte), y = 0:75H und y = 0:94H bestimmt. Diese Pro le
sind in Abbildung 6.10 dargestellt. Die Abweichung des beretineten Eigenwertes von den
experimentellen Ergebnissenin der Kanalmitte stromaufwarts desZylinders (Abbildung fer
y = 0:5H) wurde bereits oben diskutiert und ist auf die Eintrittsb edingung der Faserlon -
guration im Kanaleintritt zureickzufehren.

Abbildung 6.11 zeigt die Komponerten des Geshwindigkeitsvektors u in x-Richtung und
v in y-Richtung, jeweils normiert mit der mittleren Eintrittsgeschwindigkeit U fur die kon-
zertrierte Glasfasersuspnion und die newtonste Matrix ohne Fasern. Der Gestwindig-
keitsgradiert @ liegt stromaufwarts im Bereich der ausgebildetenKanalstremung zwischen
[-1, 1] 1/s und im Zylinderspalt (bei x = 0) zwisden [-25, 25]1/s, wodurch die Fasern fast
vollstandig in Stremungsrichtung orientiert werden. Insbesonderein Zylindernahe strom-
aufwarts (sieheProle beix = 3=4D, x = 1=2D und x = 1=4D) wird das Gesdwin-
digkeitsfeld durch die Fasern gegember der Stremung des newtonsdien Fluids beei usst.
In den Quersdnitten beix = 3=4D und x = 1=2D ist die Komponerte in x-Richtung
fur y=H > 0.8 und in y-Richtung fur y=H > 0.9 fur die Fasersusgnsiongre er als fur die
newtonsde Matrix wssigleit. Fer kleinere Werte von y um den gleichen Betrag geringer.
Im Bereich der Quersdnittsv erengung(x = 0) sind die Gesdwindigkeitspro le der beiden
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Fluide nahezuidentisch. Stromabwarts des Zylinders sind die Gestwindigkeitskomponen-
ten im Bereich x < 3=4D fur die Fasersusgnsiongre er als fur das newtonsde Fluid. Die
Fasern beein ussen das Gesdwindigkeitsfeld besondersin den Bereichen, wo aufgrund der
Stremungsumlenkungdurch den Zylinder eine Umorientierung der Fasernaus dem Zustand
der ausgebildetenKanalstremung erfolgt. In diesen Bereichen sind die Komponerten des
Faser-Spanmingstensorsum den Faktor zehngre er, alsin der ausgebildetenKanalstr emung
(Abbildung 6.12).
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Abbildung 6.11: Zylinderumstremung, Gesdwindigkeitskomponerten u in x- und v in
y-Richtung, Glasfasersugnsionmit IBOF-5 ( |[{ ) und NewtonsdesFluid ( - -)
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6. Fasersusgnsionen

6.4 Durchstremung eines 90 -Krummers

Die Diskussionder Ergebnissefur die Beredinung der Zylinderumstr emung einer konzertrier-
ten Glasfasersuspnsionmit dem gestilossenenFaser-Madell und IBOF-5 Sdlie ungsansatz
hat eine hohe Ubereinstimmung zwisden den Beredhnungsergebnisserund experimertellen
Ergebnissengezeigt. Da der hybride Sclie ungsansatz gegeruber der invariantenbasierten
Sdlie ung IBOF-5 von Chung und Kw on bisher als weitaus popularer einzustufen ist,
wird fur die Stremung durch einen 90 -Krammer der Ein uss des Sdlie ungssansatzesauf
die Faserlon guration untersucht. Sowvohl die Faserlonzertration als auch der Formfaktor
werden variiert.

6.4.1 Geometrie- und Sto daten

Die im Folgendenmodellierte Fasersusgnsionbestett aus Glasfasernmit einer newtonsden
Polybuten Matrix (Stanchem Indopol H100, M = 920 g/mol) [58,59], wobei die Viskositat
von Sepeher et al. mit = 24 Pa s angegelen wird. Die suspendierten Fasernhaben eine
mittlere LangeL = 260 m und einen mittleren DurchmesserD = 14 m. Der zugeheri-
ge Formfaktor ist r = 20. Sepehr et al. verwenden fur experimertelle Untersuchungen
Suspensionenim halbverdennten und konzeririerten Bereich desFaserareils (Tabelle 6.3).
Anhand von ,startup\ und ,reverse-shearing Experimerten haben Sepehr et al. fer den
Kopplungskoe zien ten , = 150 bestimmt. Der Interaktionskoe zien t C; wird wie bereits
im vorherigen Abschnitt aus der absdnittsw eisede nierten Funktion von Bay und Phan-
Thien beredinet (Gleichung (6.29)).

Tabelle 6.3: Glasfasersuspnsionenbei Sepehr et al., Konzertrationen in [59] und C,

Gew% Volumen % r C
PBO0O5 5 1.58 halbverdennt 0.316 0.0021
PB10 10 3.27 halbverdennt 0.654 0.0041
PB20 20 7.06 konzertriert 1.412 0.0067

Abbildung 6.13 zeigt stchematisdh die Krummergeometrie mit verwendeten Koordinaten-
systemenund Bezeihinungen. yq bezeitinet das lokale Koordinatensystem fer den Kanal
stromabwarts des Kremmers in Stremungsrichtung. Die Ergebnissewerden u.a. als Pro-
| wber den Kanalquersdnitt dargestellt mit ' ; = 225, ', = 45 und '3 = 675.
Der Kreammer wird als zweidimensionalesProblem beredinet, so dassdie Geometrie in z-
Richtung als unendlich ausgedehh betrachtet wird.

6.4.2 Ergebnisse

Als Randbedingung des Kon gurationstensors wurde die dreidimensionale Gleichgewidts-
kon guration vorgegelen. In den Abbildungen 6.14, 6.15 6.16, 6.17 und 6.18 sind die
Orientierungsellipsen im Kremmer und stromabwarts fur r = 20 und die beiden Sdlie-
ungsansatze dargestellt. Gegeruber dem IBOF 5-Sdilie ungsansatz liefert der hybride
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Abbildung 6.13: 90 Kreummer, Geometrie

Sdlie ungsansatz insbesonderein Wandneahe eine engere Orientierungsverteilung bzw. ei-
ne starkere Ausrichtung in Stremungsrichtung. In der Kanalmitte verbleibt aufgrund der
Randbedingung im Eintritt und der niedrigen Gestwindigkeitsgradierten ein Bereid, in

welchem die Faserorienierung breiter verteilt ist. Mit zunehmendemFaseraneil nimmt die
Orientierbarkeit der Fasernbei der Durchstremung aufgrund der zunehmendenFaser-Faser-
Wedselwirkungenab und die Fasernwerden weniger stark in Stremungsrichtung orientiert.

Ein zunehmenderFormfaktor r hat aufgrund der zugrunde gelegtenGleichungenfer den In-
teraktionskoe zien ten den gleichen Ein uss auf die Faseroriertierung wie der zunehmende
Faserarteil bei konstantem r (Abbildung 6.19).

[/ /iemaee\\|

Abbildung 6.14: r = 20, = 1:.58%
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Abbildung 6.19: r = 100 = 1:58 %

Um die Modellunterschiede durch den Sdlie ungsansatz besserquanti zieren zu kennen,
werdenPro le desgre ten Eigenwertesin dengleichen Quersdnitten dargestellt, wie die Ori-

erntierungsellipsen. (Abbildungen 6.20, 6.21und 6.22). Der gre te Eigenwert max wird durch
den hybriden Schlie ungsansatz in Wandnahe um bis zu 10% gegember dem IBOF-5 Sdlie-
ungsansatz ebershatzt. SozeigtdasPro| bei' 3 = 67:5 mit demhybriden Sdlie ungsan-
satzim Gegensatzzum IBOF-Mo dell zwei lokale Orientierungsminima, d.h. zwei ,, Strahnen

mit einer breiteren Orientierungsverteilung. Die Faserninnerhalb dieser ,Strahné werden
stromabwarts desKremmers erst allmahlich wieder in den Orientierungszustand der ausge-
bildeten Kanalstremung umorientiert. Die mit dem IBOF-Mo dell beretinete Faseroriertie-

rung in der au eren Halfte des Kremmers ist strarker in Stremungsrichtung ausgeriditet.

Die Ergebnissedeshybriden Modells weisenim Pro| beiyq = 5H in der Kanalmitte immer
noch einen Bereich mit einer engerenOrientierungsverteilung auf, als in der ausgebildeten
Kanalstremung.

Der Ein uss desFormfaktors ist fer dasIBOF-5 Modell und einemFaserarteil von = 1:58%
in den Abbildungen 6.23 6.24, 6.25 dargestellt. Obwohl der Formfaktor um den Faktor fenf
auf r = 100erheht wurde, sind die Orientierungspro le ( max) fer den gre eren Formfaktor
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Abbildung 6.20: r = 20, = 1:58 %, gre ter Eigen-
1 wert max am Eintritt desKremmersbei x = 0, Sdlie-
ungsansatz habrid (hy.) und IBOF-5 (IB.)

'o= 45 '3= 675
1 15 2 1 15 21 15 2
r=H r=H r=H
Abbildung 6.21: r = 20, = 1:58%, gre ter Eigenwert ax, radiale Prole bei' 1, "' >

und ' 3, Schlie ungsansatz habrid (hy.) und IBOF-5 (IB.)

in Wandnahe zu etwas geringerenWerten von mnax versdioben.

Ya=0 Vg = 3H Yq = 5H

1
08
0.6
— hy}
04} — IB.
1 15 2 1 15 2 1 15 2

x=H x=H x=H

max

Abbildung 6.22: r = 20, = 1.58%,IBOF-5, gre ter Eigerwert nax, Prole stromabwarts
desKrummers, Sclie ungsansatz habrid (hy.) und IBOF-5 (IB.)

6.5 Zusammenfassung

Mit dem gestlossenenIlBOF-5 Fasermalell wurde fer eine konzertrierte Glasfasersuspn-
sion die Umstremung einesZylinders quartitativ. mit experimertellen Literaturergebnissen
von Yasuda et al. validiert. Die Fasermalelle besitzenals freie Modellparameter die soge-
nannten Kopplungskoe zien ten, die den Faserspanmingstensorvom Kon gurationszustand
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Abbildung 6.23: Vergleih r = 20und r = 100, =
0.4 0.6 0.8 1 1.:58%, IBOF-5, gre ter Eigenwert max am Eintritt des

max Kremmersbeix = 0
'1= 225 '9= 45 '3= 675
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Abbildung 6.24: r = 20, = 1.58%, IBOF-5, gre ter Eigenwert nax, radiale Prole bei

1, 2und’ 3
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X=H X=H x=H
Abbildung 6.25: Vergleith r = 20und r = 100, = 1:58%, IBOF-5, gre ter Eigernwert

max, Prole stromabwarts desKremmers

der Fasernabhangig machen. Fer halbverdeinnte und konzenrierte Suspensionenist mit dem
Faser-Faser-Irteraktionskoe zien ten ein weiterer Modellparameter vorhanden. Fer diesePa-
rameter wurde aus empirischen Gleichungen in Abhangigkeit des Faserwlumenarteils und
desFormfaktors ein Parametersatzfer die numeristhe Berecdhnung ermittelt. Experimentell
und numerisch bestimmt wurde der gre te Eigenwert desKon gurationstensors als skalares
Orientierungsma sowie die durch den Kon gurationstensor aufgespanmten Orientierungsel-
lipsen und Hauptorientierungswinkel. Sowvohl im Bereich der ausgebildetenKanalstr emung
als auch im Zylindernachlauf konnte gezeigtwerden, dassdie Faserorienierung durch das
Modell einehohe Ubereinstimmung zu den experimertellen Ergebnissenliefert. Lediglich der
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Grad der Ausrichtung wird im Zylindernachlauf eibersdatzt. Da zunadst nur Beredinungen
mit empirischen Standardparameterstzen durchgefehrt wurden, ist die Ubereinstimmung
zwischen den experimentellen und theoretischen Ergebnissenbereits sehr gut. Erganzend
konnten die freien Parameter an viskosimetrische Stremungen der betrachteten Suspension
angepasstwerden. Hierfer fehlte jedoch bisher fur die betrachtete Suspension eine ausrei-
chende Datenbasis. Dareber hinaus wurden versdiedene Modelle in der Stremung durch
einen 90 -Kr ammer miteinander verglichen. Mit dem hybriden Sdlie ungsansatz wurde ein
popularer Ansatz implemertiert, derim Vergleidh zu dem auf den Invarianten desKon gura-

tionstensorsbasierendenBOF-5 Ansatz von Chung und Kw on den Grad der Faserorieriie-
rung in Stremungsrichtung eberstatzt. Abschlie end wurde herausgestellt,dassdie Fasern
in Bereichen mit hohen Gesdwindigkeitsgradierten (z. B. an den Kanalwanden) starker in
Stremungsrichtung orientiert werden. Im Bereich mit niedrigen Gradienten (Kanalmitte)

wird die Faserlon guration, die im Eintritt der Geometrie vorgegelen wurde, konvektiv
durch den Krammer transportiert. Die Wahl der Faserlon guration im Stremungseirtritt

ist insbesonderefeir die Stremungsberedinung von Teilen komplexer Geometrienvon gro er
Bedeutung und meglichst gut an reale Orientierungszustande anzupassen.
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7 Zusammenfassung

Wie zahlreich sind die Dinge, derer ich nicht bedarf.
Sokrates

In der vorliegendenArb eit wurden Stremungenvon Polymerlosungenund Fasersusgnsionen
mit Mikro-Makro-Mo dellen numerisch beredinet und der Ein uss der Stremungsparameter
auf den mikrostrukturellen Orientierungszustandcharakterisiert. Ziel deserstenTeils der Ar-
beit war die Beredinung viskosimetrischer Stremungen von Polymerlesungenmit Modellen
unterschiedlicher Modellierungstiefe.Im Mittelpunkt stand dabei die oszillierendenSderung
mit gro er Deformationsamplitude (LA OS-Stremung). Dieseist fer die experimertelle, rheo-
logische Charakterisierung bedeutsam,jedoch bisherin der Literatur fer o ene und gestlos-
seneFeder-Hartel-Modelle fur Polymerlosungennicht diskutiert. In der vorliegendenArb eit
wurde fer ein o enes Feder-Hartel-Modell mit nichtlinearem Federkraftgesetzdie Warsdein-
lichkeitsverteilungsfunktion der Kon guration durch eine deterministische L esungsmethale
der Fokker-Pland-Gleichung mit Finiten-Di erenzen beredinet. Die Gre e deszu diskreti-
sierendenKon gurationsraumes konnte durch ein federmittenzertriertes Koordinatensystem
gegeruber dem bisher eblichen kugelzerrierten Koordinatensystem verkleinert werden und
so der Rechenaufwand fur die numerische Lesung der Di eren tialgleichung erheblich redu-
ziert werden. Mit den gestilossenenModellen FENE-L, -P und -CR wurden dareber hinaus
drei Ansatze mit geringerer Modellierungstiefe implemertiert, die anhand des Kon gurati-
onstensorsnur noch Aussageneiber den mittleren Kon gurationszustand der Feder-Harteln
ermeglichen. Zusatzlich wurde fur stationare Scer- und Dehnstremungen der Stremungs-
ein uss auf die mittlere Federlange herausgestellt. Dareber hinaus wurden anhand der Ei-
gernvektoren und -werte des Kon gurationstensors Orientierungsellipsoiden beredinet und
die Breite der Orientierungsverteilung in Abheangigkeit der Scher- und Dehngesbwindigkeit
diskutiert. Insbesonderedie Beredinung der Orientierungsellipsoiden lieferte dabei wichtige
Informationen wmber den mikrostrukturellen Orientierungszustand, wie z.B. den Orientie-
rungsgrad in Abhangigkeit der Stremungsparameter.

Daso ene Feder-Hartel-Modell wurde mit dengestlossenerModellen FENE-L und -P in os-
Zillierender Scherstremung bei kleiner und gro er Deformationsamplitude verglichen (SAOS-
und LAOS-Stremung). Die Implementierung der deterministischen Methode zur Lesungder
Fokker-Plandk Gleichung ermeglichte aufgrund der hohen Genauigkeit die Bestimmung der
Frequenzsgektren audh bei nur geringen Intensitaten der heheren Frequenzareile. Fer das
FENE-L Modell erreichte die Summeder Intensitaten der ersten drei heheren Frequenzan-
teile im diskutierten Parameterfeld ( ¢ [0:2;10], De [0:2;20]) fur die Spanrungen bis
zu 30% der Intensitat der Grundfrequenz. Fer die Spur des Kon gurationstensors betrug
dieseimmerhin noch bis zu maximal 5% der Grundfrequenzintensitat. Mit zunehmenderDe-
formationsamplitude richteten sich die Feder-Harteln in eine bevorzugte Raumrichtung aus
und mit steigender Deborah-Zahl wurde die Schwingungsamplitude des Winkels zwischen
der gre eren Ellipsenhauptachseund der y-Achse geringer. Der numerische Algorithm us fer
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das o ene FENE-Modell hat sich bis zu einer dimensionslosenScergesbwindigkeitsampli-
tude (Weissemerg-Zahl) von We=15 als sehr stabil erwiesen.Die in der Verteilungsfunktion
auftretenden hohen Gradienten fehrten erst bei noch gre eren Weissemergzahlenzu unphy-
sikalischen Oszillationen. Das gestilosseneFENE-L Modell hat sich in oszillierender Sche-
rung als eine gute Naherung an das o ene Feder-Hartel-Modell erwiesen,wobei die mittlere
Federlange durch das gestilosseneModell allerdings etwas ubersdatzt wird. Die Ausrich-
tung der Orientierungsellipsoidenstimmte fer die unterschiedlichen Modelle auch bei gro en
Deformationsamplituden gut eberein.

In einem zweiten Teil der Arbeit wurden gestlosseneMikro-Makro-Mo delle fur die nu-
meristhe Beredhnung von komplexen Stremungen eingesetztund diskutiert. Fer eine Zy-
linderumstremung wurde das Modell einer konzeririerten Glasfasersuspnsion mit Faser-
Faser-Wedselwirkungen und dem auf den Invarianten des Kon gurationstensors basieren-
dem Sdlie ungsansatz IBOF-5 von Chung und Kw on erfolgreidh mit experimentellen Li-

teraturergebnissenvon Yasuda et al. validiert. Experimentell und numerisch bestimmt wur-
denu. a. der gre te Eigenwert deskKon gurationstensors als skalaresOrientierungsma sowie
die durch den Kon gurationstensor aufgespantien Orientierungsellipsenund deren Orientie-
rungswinkel. Sovohl im Bereidh der ausgebildetenKanalstr emung als auch im Zylindernach-
lauf konnte gezeigtwerden, dassdie durch das Modell vorhergesagteFaserorierierung eine
hohe Ubereinstimmung mit den experimertellen Ergebnissenliefert. Obwohl hier empiri-
sthe Standardparameterstze des Fasermalells verwendet wurden, ist die Ubereinstimmung
zwisthen der numerischen Stremungsberedinung und experimentellen Ergebnissenso gut,

dass das gestlosseneFaser-Madell mit dem IBOF-5-Schlie ungsansatz und Faser-Faser-
Wedselwirkungen als praxistauglich fer die makroskopisthe Stremungsberedinung von Fa-
sersusgensionen eingestuft werden kann. Lediglich die Verteilungsbreite der Orientierung

wurde im Zylindernachlauf teilweise unterschatzt. Dareber hinaus wurden am Beispiel der
Stremung durch einen 90 -Kremmer die Sdlie ungsansatze , IBOF-5\ und , hybrid\ mit-

einanderverglichen. Mit dem hybriden Sdlie ungsansatz wurde ein popularer Ansatz imple-
merntiert, derim Vergleichh zum IBOF-5 Ansatz den Grad der Faserorieriierung in Stremungs-
richtung ebersdatzt. Abschlie end wurde herausgestellt,dassdie Fasernin Bereichen mit

hohenGesdwindigkeitsgradierten (z. B. an den Kanalwanden) starker in Stremungsrichtung
orientiert werden. Im Bereich mit niedrigen Gradienten (Kanalmitte) wird die Faserlon -

guration, die im Eintritt der Geometrie vorgegeten wurde, konvektiv durch den Kr emmer
transportiert. Numerische Beredinungsergebnissevurden mit experimentellen Untersuchun-
genfur eine konzenrierte Suspensionerfolgreich quartitativ validiert und eswurde gezeigt,
dass die implemertierten Modelle fer die Vorhersagedes Orientierungszustandesder be-
trachteten Fasersusgnsion geeignetsind. In der Literatur sind dazu bisher keine Beitr age
vorhanden.
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1
SR = Ty )
Si1 = Au_ 1
1 (All + A22 + A33)=b
Sp, = A1z
1 (All + A22 + A33)=b
2 2
Si1= 4_0—(13b) b; Si2= _ =Sz, Sz2=S33=0

A.3 Diskretisierte Randbedingung der FP-Gleichung fur # = 0

In diskretisierter Form mit zertralen Direnzen zweiter Ordnung erhalt man aus Gl. (3.27)
fur #; = 0 mit einem aquidistanten Gitter in #-Richtung und dem Gitterabstand  #:

@ . @ ._ 1 L, @ L @ .
@ sm#@ C #ie Hia sin(#is1) @ i e @,
sin(# 1) = sin(#i+1);
@ 42 i @ 2.
@ i+1 2 # @i 1_ 24 #D

Die nicht mehr zum RedengebietgehorendenPunkte #; 1 und #; » kennendurch Drehung
um in ' -Richtung durch #i., und #;.; ersetzt werdenund esergibt sich:

%( i+2; =0 ir =0t i+2; = ir=)=0
) @=0= @& =0 @# =) (A2)
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A.4. Fasersusgnsion: IBOF-5 Sclie ungsansatz

A.4 Fasersuspension: IBOF-5 Schlie ungsansatz

Die Konstanten desSdlie ungsansatzesvon Chung und Kw on in Gleichung (6.22) lauten:

Tabelle A.1: IBOF-5 Parametersatz

c(i; j) i=3 i=4 i=6

j =1 0.249409081657@3-02 -0.49721779011%Ae+00 0.23414629157@De+02
j =2 -0.43510115316@®et03  0.234987975114@53-02 -0.412048043372Z%le+03
j =3 0.372389335663F~+04  -0.3910442513973Be+03  0.319553200398Ve+04
j =4 0.70344365791646£+04  0.153965820593®We+03  0.573259594331be+04
j =5 0.823995187366B2+06  0.152772950743&k+06 -0.485212803064Be+05
j =6 -0.133931929894%et06 -0.21375524878%He+04 -0.60500611351%e+05
j =7 0.880683515327%E+06 -0.4001389470922e+04 -0.47717374001%xe+05
j =8 -0.99163069074%et07 -0.18594930592ZWe+07 0.59906648668FHe+07
j =9 -0.159392396231Fet05 0.2960048652758k+04 -0.11065693517@0e+05
j = 10 0.800970026849B2+07  0.247717810054%&+07 -0.46054358068@He+08
j =11 -0.23701045868%2e+07  0.1010139833392&+06  0.2030429603228 e+07
j =12 0.379010599355Z@&+08  0.732341494213Be+07 -0.55660615673485e+08
j =13 -0.3370108202738et08 -0.1479190276442e+08 0.567424911007Fe+09
j =14 0.3222194162564k+05 -0.10409207218%7e+05 0.128967058686e+05
j =15 -0.25725880587@xet09 -0.635149929624&He+08 -0.1527528549505le+10
j =16 0.214419090344416+07 -0.24743510621R7e+06 -0.49932174609ZHle+07
j =17 -0.449275591858Det08 -0.9029803789292e+07 0.132124828143Be+09
j =18 -0.21313392022F5Het08 0.72496979680BB5e+07 -0.16235999462@@Be+10
j =19 0.1570767023722@+10  0.487093452892%@+09  0.792526849882Bet+10
j = 20 -0.23215348852%Bet+05 0.138088690964%&+05 0.46676758129Bbet04
j =21 -0.3957693983048Bet10 -0.16016217861482e+10 -0.12805077827%De+11
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